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  » ها، بسط تيلور و لوران و محاسبه مانده  سري«

  
  هاي مختلط دنباله       

nz را نسبت دهيم، آنگاه اعداد     nz عدد مختلط  nاگر به هر عدد طبيعي     ,z ,..., z1 اي زمـاني     نبالـه اگـر حـد د    . دهنـد   يك دنبالـه مخـتلط را تـشكيل مـي         2
nكه n باشد، zD، عدد مشخص و معلوم    ∞→

n
( Lim z z )D
→∞

اي حـد مشخـصي نداشـته         و اگـر دنبالـه    .  همگراست zD آنگاه گوئيم دنباله به سمت عدد      =

دنباله. گوئيم دنباله واگراست باشد، آنگاه مي
n

n
( )z

n
−

= +
nاي همگرا به عدد يك و دنباله  دنباله11

nz ( )=   . واگراست1−

nدنباله: قضيه n nz x iy= z همگرا به  + x iyD D D= در واقع اگر يكي از     .  همگرا باشد  yD به nyوxD به nxهاي حقيقي    است، اگر و فقط اگر دنباله      +
  .اين دو شرط برقرار نباشد آنگاه دنباله واگرا خواهد بود

nبراي مثال دنباله n
nz ( ) i( )= − +

21 n واگرا است چون3
nx ( )=   . واگراست1−

  هاي مختلط سري       

n{zاگر nگوئيم و آن را با نماد  يك دنباله مختلط باشد، آنگاه مجموع جملات نامتناهي اين دنباله را سري مي{
n

z
∞

=
∑

1
  . دهيم نمايش مي 

nسري: قضيه
n

z
∞

=
∑

1
n كه  n nz x iy= zباشد را به     مي + x iyD D D= nهاي ناميم اگر و فقط اگر سري       همگرا مي  +

n
x

∞

=
∑

1
n و

n
y

∞

=
∑

1
 xD به ترتيـب بـه  

  .  همگرا باشندyDو

  تعريف همگرائي مطلق و مشروط       

nسري
n

z
∞

=
∑

1
nگوئيم هرگاه سري     را همگراي مطلق مي    

n
| z |

∞

=
∑

1
n سري  همگرا باشد و   

n
z

∞

=
∑

1
nگوئيم هرگـاه سـري       همگراي مشروط مي    را 

n
| z |

∞

=
∑

1
 واگـرا   

nو
n

z
∞

=
∑

1
  . همگرا باشد

nبراي همگرايي سري  ) نه كافي  اما(م  شرط لاز : 1 نكته 
n

z
∞

=
∑

1
n آن است كه   

n
Lim z D
→∞

  وقتـي  nzواضـح اسـت كـه صـفر بـودن حـد دنبالـه             .  باشد =

n  تـوان نتيجـه گرفـت سـري          مـي  ، شود ولي اگر حد دنباله صفر نبـود         فقط شرط لازم براي همگرائي سري است و همگرائي خود سري بايد بررسي             ∞→
  .واگراست
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   و به دست آوردن شعاع همگرايي آنهاهاي تواني سري         

zيك سري تواني برحسب توانهاي     zD−  يعني سري n
n

n
C (z z )D

∞

=
−∑

1
 يــك دنبــاله     nC عـددي طبيعـي و دنبالـه       nلط و  يك عدد مخت   zD كه درآن  

|سـري تـواني همواره در قرص    . شـود  مختلـط است، سـري تـوانـي نـاميـده مـي      z z | RD−   را شـعاع   R همگراسـت و ايـن قـرص را قـرص همگرائـي،            >
|همگرائي و دايره z z | RD−   :كنيم  از يكي از دو رابطه زير استفاده ميشعاع همگرائيبراي به دست آوردن . گوييم  را دايره همگرائي سري مي=

+

→∞ →∞
= =n n n

n nn

C
Lim | | Lim | C |

C R R
1 1 1  

Rاگر = Rباشد و اگر     همگرا مي  z باشد، سري براي همه مقادير     ∞ D=   سري فقط در zD   همگرا و اگر RD < <  كـه   z آنگاه سري فقط براي مقادير     ∞
|در نامساوي z z | RD−   .كنند، همگراست  صدق مي>

n همگرائي سريشعاع: 1 مثال n

n
( ) z

n

∞

=
−∑

2

1

   كدام است؟11

1 (e−1  2  (e  3  (D  4  (1  

n                           » 2«گزينه  :   پاسخ  nn
n n
Lim | ( ) | Lim( ) e R e

R n n
−

→∞ →∞
= − = − = ⇒ =

2 11 1 11 1  
 

nشعاع همگرايي سري: 2 مثال

n

( n)! z
(n!)

∞

=
∑ 2

2
D

   كدام است؟

1 (1
2  2 (1

4  3 (4  4 (2  

                  » 2«گزينه  :   پاسخ 
n n n

( n )!
( n )( n )( n)!(n!) n((n )!)Lim | | Lim Lim | | R( n)!R ( n)!(n ) (n!) n

(n!)
→∞ →∞ →∞

+
+ ++= = = = ⇒ =

+

2 22
2 2 2

2

2 2
1 2 2 2 1 2 4 11 42 42 1

  

 

شعاع همگرايي :3مثال 
D

n

n
(cos in)z

∞

=
   برابر كدام است؟∑

1 (e−1  2 (e−2  3 (e−12  4 (e  

naجمله عمومي به صورت»  1«گزينه  :پاسخ  cosin=دانيم مي. باشد  مي
iz ize ecos z

−+
= ، لذا2

n n

n
e ea cosin
− +

= =   :يم پس دار2
(n ) (n )

(n ) (n )
n

n n n nn n nn

e e
a e elim | | lim | | lim ( )

R a e e e e

− + +
− + +

+
− −→∞ →∞ →∞

+
+

= = =
+ +

1 1
1 1

11 2

2

  

nبا توجه به اينكه   : هايي با بزرگترين توان حاكم هستند  ، لذا جمله ∞+→
n n

n nn n

e e .elim ( ) lim ( ) e R e
R e e

+
−

→∞ →∞
= = = ⇒ =

1 1 11  

fاگر :2نكته  (z) در نقطهzD     تحليلي باشد و بسط تابع f (z) حول نقطهz zD=            نوشته شود به فاصـله نزديكتـرين نقطـه غيـر تحليلـي تـا zD  شـعاع 
  .)در واقع اين مطلب تعريف شعاع همگرايي به زباني ديگر است. (شود همگرايي گفته مي

zf تابعشعاع همگرايي  :4مثال  (z)
z z

+
=

+ −2
1

4 5
D نقطه حول، Dz    كدام است؟=

1 (1  2 (3
2  3 (1

2  4 (5
2  

fاول نقاط غير تحليلي »  1«گزينه   :پاسخ  (z)كنيم   را حساب مي  :  z z (z )(z ) z , z+ − = ⇒ − + = ⇒ = = −2 4 5 1 5 1 5D D   
zكمترين فاصله نقطه   =D D         واضـح اسـت   . شـود    از اين دو نقطه شعاع همگرايي محسوب مـي;| z z | | |− = − =1 1D D       كمتـرين فاصـله اسـت، پـس شـعاع ،

  . يك است عددهمگرايي برابر
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zfشعاع همگرايي تابع :5مثال  (z)
e

=
−

1
1

z، حول نقطه i=      كدام است؟4

1 (π − 4  2 (π −2 4  3 (4  4 (π −4 4  
zنوشتن بسط تيلور تابع حول    »  2«گزينه   :پاسخ  i= zرسد، نقاط غير تحليلي تابع       مشكل به نظر مي    4 = D  و همچنين z n i= π2 باشد كـه بـه        مي

zيك از اين نقـاط از       شود، حالا بايد ببينيم فاصله كدام         ازاي آنها مخرج صفر مي     i= nبـه راحتـي مـشخص اسـت بـه ازاي     .  كـوچكتر از بقيـه اسـت       4 =1 ،
zنقطه i= π2كمترين فاصله را از z i= |  . دارد4 i i | | ( )i |π − = π − = π −2 4 2 4 2 4  

zنقاط ديگر مثلبراي مثال  = Dيا z i= π4شان بيشتر است ، فاصله:  
πاز( −2 |   .)  بزرگتر است4 i | | i |− = − =4 4 4D  
πاز( −2 |   .) بزرگتر است4 i i | | ( )i |π − = π − = π −4 4 4 4 4 4  

  .باشد   ميi4 ازiπ2 بيشتر از فاصله نقطهi4شان از بقيه نقاط نيز به همين ترتيب فاصله

  ناحيه همگرايي يك سري       

n گرفتن تـوان آن، كـوچكتر يـا مـساوي           را بدون در نظر    zبراي به دست آوردن ناحيه همگرايي يك سري بايد قدرمطلق عبارت شامل           
n n

c
lim | |

c
+

→∞
 قـرار   1

  .هاي تواني همان شعاع همگرايي است لازم به ذكر است حد فوق براي سري)  استn جمله عمومي سري است كه فقط شاملnc(دهيم 

nzناحيه همگرايي سري: 6 مثال

n
ne

∞
−

=
∑

2

1
   كدام است؟ 

1 (x y− >2 2 1  2 (| x | | y |) 4  تمام صفحه مختلط) 3  <| x | | y |<  

             :باشد، لذا داريم   برابر يك ميحاصل حد»  2«گزينه  :   پاسخ 
n

nLim | |
n→∞

+
=

1 1  

z y x i xy y x| e | | e .e | e y x y x | y | | x |D− − − −< ⇒ < ⇒ < ⇒ − < ⇒ < ⇒ <
2 2 2 2 22 2 2 2 21 1 1  

y ضرب دو عدد بايدبراي روشن شدن روش حل فوق لازم به توضيح است، چون  x i xy| e | . | e |− −2 2 iاره و همـو  كوچكتر از يك باشـد 2 xy| e |− =2  لـذا  ،1
y x| e |− <

2 2
y و براي اين منظور بايد1 x D− <2    باشد 2

  روشي ديگر در محاسبه ناحيه همگرايي

  .دهند  از يك قرار مي كوچكتردو حد زير را طبق دو فرمول گفته شدهكنند كه  در محاسبه ناحيه همگرايي در بعضي كتب به اين روش عمل مي
n

nn
lim | f (z) |
→∞

< n  يا  1
n n

f (z)
lim | |

f (z)
+

→∞
<1 1  

 با همان روش سري تواني شعاع   اغلبهاي كنكور كارشناسي ارشد ما        در اين كتاب و تمام تست     . كنند   را جدا نمي   zيعني ديگر جمله عمومي و عبارت شامل      
  :كنيم  جهت آشنايي با اين روش دو مثال زير را با اين روش حل مي.كنيم  همگرايي را حساب ميهمگرايي و ناحيه

nzناحيه همگرايي سري :7مثال 

n
nze

∞
−

=
∑

2

1
     كدام است؟

1 (x y− ≤2 2 D  2 (x y− ≥2 2 D  3 (x y− <2 2 D  4 (x y− >2 2 D  
    »4«گزينه  :پاسخ 

( n )z nz z
z zn

nz nzn n n nn

f (z) (n )ze (n )e e nlim | | lim | | lim | | lim | ( )e | | e |
f (z) nnze ne

− − − −
− −+

− −→∞ →∞ →∞ →∞

+ + × +
= = = < ⇒ <

2 2 2
2 2

2 2

1
1 1 1 1 1 1  

i xy|e |(x y ixy) y x i xy y x| e | | e .e | | e | y x x yD D
− =− − + − − −⇒ < ⇒ < ⎯⎯⎯⎯⎯→ < ⇒ − < ⇒ − >

22 2 2 2 2 212 2 2 2 2 21 1 1  
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Re"ناحيه همگرايي سري :8مثال  z Re z Re z( ) ( ) ( )
z z z

+ + + +
+ + +

2 2
2 2 2
1 1 11 1 1 12 3 4

     كدام است؟

1 (yx +
>

2 1
2  2 (yx +

> −
2 1
2  3 (yx +

<
2 1
2  4 (yx +

< −
2 1
2  

na  جمله عمومي به صورت»2«گزينه  :پاسخ 
n

= 2
  :باشد  مي1

n

n
n n n nn

Rez( )
zf (z) n Rez(n )lim | | lim | | lim | ( ) |Rezf (z) z(n )( )

zn

+

+
→∞ →∞ →∞

++= = <
++

+

1
22

1
2

2

1
11 11 11

1

  

nحد
(n )+

2
21

n وقتي   :شود، لذا داريم   برابر يك مي∞→

Rez x x y| | | | x (x ) y x x x y x
z x iy (x ) y

+
< ⇒ < ⇒ < ⇒ < + + ⇒ < + + + ⇒ > −

+ + + + +

22 2 2 2 2 2
2 2

11 1 1 1 2 11 1 21
  

سري :9مثال 
n

n

( )
n | z |

+∞

=

−
+∑

1

1

   همگراست؟z به ازاي كدام مقادير1

1 (| z |<1  2 (| z |فقط) 3  1≥| z   .در كل صفحه مختلط همگراست) 4  1=|
  :مراجعه كنيم) 1(هاي رياضي عمومي  زم است به دانش  براي حل اين تست لا»4«گزينه  :پاسخ 

nبراي اينكه سري متناوب   : يادآوري
n

n
( ) f (z)

∞

=
−∑

1
nf، همگرا باشد بايد   1 (z)     در ايـن تـست چـون      .  به صورت اكيداً نزولي باشد

n | z |+
 n نـسبت بـه    1

nf، مقدار تابع  nبا افزايش (باشد    كيداً نزولي مي  ا (z)  دقـت كنيـد همگرايـي بـه       . باشد  پس سري در كل صفحه مختلط همگرا مي       ) شود  ، كم ميz   بـستگي 
  .شود سري همگرا مي zندارد و به ازاي تمام مقادير

چنـين شـعاع همگرايـي        باشد و شعاع همگرايي سري مـشتق و هـم           گيري جمله به جمله از سري تواني مجاز مي          گيري و انتگرال    مشتق :3نكته 
  .، همان شعاع همگرايي سري اصلي است سري انتگرال يك سري تواني

   شعاع همگرايي كدام جفت سري زير با هم يكسان است؟ :10مثال 
n n n n

n n n n

n n na) z , b) z , c) z , d) z
n n nn

∞ ∞ ∞ ∞
+ + −

= = = =

+ − −∑ ∑ ∑ ∑
21 1 1

21 1 1 1

1 1 1 1  

  . يكسان استb با سريaفقط شعاع همگرايي سري) 1
  . يكسان استd باb و شعاع همگرايي سريc با سريaشعاع همگرايي سري) 2
  . يكسان استd باc و شعاع همگرايي سريb باaشعاع همگرايي سري) 3
  . با هم يكسان استd وcفقط شعاع همگرايي سري) 4

اما با كمي  . گيري است   ها با يكديگر كار وقت      ها و مقايسه آن       شايد لازم به توضيح نباشد كه محاسبه شعاع همگرايي هر يك از سري              »2«گزينه   :پاسخ 
  . يكي استb باd و همچنينc باaباشد و لذا شعاع همگرايي  ميb مشتق دوم سريd و همچنين سريc، مشتق سريaدقت مشخص است، سري

n n

n n
a) z (n )z

n n

∞ ∞
+

= =
⎯⎯→ +∑ ∑1

1 1

1 1 1  

n n n

n n n

n (n )(n ) n(n )b) z z z
n n n

∞ ∞ ∞
+ −

= = =

− − + −
⎯⎯→ ⎯⎯⎯→∑ ∑ ∑

21 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1  

nاگر سري تواني     :4نكته 
n

n
a (z z )

∞

=
−∑ D

D
nk باشـد، سـري تـواني        R، داراي شـعاع همگرايـي       

na (z z )D−∑       داراي شـعاع همگرايـي k R 

  .باشد مي

 مشتق

 مشتق مشتق
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  قضيه تيلور        

fاگر (z)در ناحيه Dنقطه  تحليلي وzDدر اين صورت.  واقع در آن ناحيه باشدf (z)توان با يك سري به صورت زير نمايش داد را مي:  

n
n

n

f (z ) f (z ) ...f (z) C (z z ) f (z ) f (z )(z z ) (z z ) (z z )
! !
D D

D D D D D D
D

∞

=

′′ ′′′
′= − = + − + − + − +∑ 2 3

2 3  

(n)       :آيد  به دست ميروبرو از رابطه nCكه در آن
n n

f (z)C f (z ) dz
n! i (z z )

D
D

○
+

= =
π −∫ 1

1 1
2  

| معتبر است، در واقع در داخل قرص       zD به مركز  اي  ه تيلور در كليه نقاط داخل داير      بسط: 1 تذكر  z z | RD− باشـد    اين بسط معادل خود تـابع مـي    >
  . استzD تا نزديكترين نقطه غير تحليلي تابع بهzDفاصله Rكه

zDن برخي توابع مهم كه با فرضالور بسط مك D=باشد  مي ضروريخاطر سپردن آنها كاملاًباشد كه به  آيد، به شرح زير مي  در بسط تيلور به دست مي.  
n

n z z z z ...sin z ( ) z , | z |
( n )! ! ! !

+
= − = − + − + < ∞

+∑
2 1 3 5 7

1 2 1 3 5 7    )1  

z z ...tgz z , | z | π
= + + + <

3 52
3 15 2)   3  

n
n

n

z z z ...cosz ( ) , | z |
( n)! ! !D

∞

=
= − = − + − < ∞∑

2 2 4
1 12 2 4)   2  

z z z ...Ln( z) z , | z |+ = − + − + <
2 3 4

1 12 3 4)  5  
n

z

n

z z ...e z , | z |
n! !D

∞

=
= = + + + < ∞∑

2
1 2) 4  

n n

n
( ) z z z z z

z D
"

∞

=
= − = − + − + −

+ ∑ 2 3 41 1 11) 7  n

n

...z z z , | z |
z D

∞

=
= = + + + <

− ∑ 21 1 11)   6  

z z z ...sinh z , | z |
! ! !

= + + + < ∞
3 5

1 3 5)   9  n nz n(n ) ...( z) z ,
! !

−
+ = + + +211 1 1 2)   8  

  z z ...cosh z , | z |
! !

= + + + < ∞
2 4

1 2 4)  10  

  .توان با هم جمع، از هم كم، يا در هم ضرب و يا بر هم تقسيم نمود مي» ناحيه همگرايي مشترك«هاي تيلور را در  بسط: 5 نكته
  

zfلورن تابع بسط مك :11مثال  (z) log( )
z

+
=

−
1
   برابر كدام گزينه است؟1

1 (
n

n

z
n

+∞

= +∑
2 13

2 1D
  2 (

n

n

z
n

+∞

= +∑
2 14

2 1D
  3 (

n

n

z
n

+∞

= +∑
2 12

2 1D
  4 (

n

n

z
n

+∞

= +∑
2 12

2 1D
  

)zlog  :با استفاده از خاصيت لگاريتم داريم »  4«گزينه   :پاسخ  ) log( z) log( z)
z

+
= + − −

−
1 1 11  

)logعلورن تاب   اما بسط مك z)+1باشد  به صورت مقابل مي:  z z zlog( z) z+ = − + − +
2 3 4

1 2 3 4 "  

)logلورن   در طرفين تساوي بالا بسط مك −z بهzبا تبديل z)−1نويسيم  را هم مي :  z z zlog( z) z− = − − − − −
2 3 4

1 2 3 4 "  
n

n

z z z z z z z z z zlog( ) (z ) ( z ) z
z n

+∞

=

+
= − + − − − − − − = + + + =

− +∑
2 3 4 2 3 4 3 5 2 11 2 2 221 2 3 4 2 3 4 3 5 2 1D

"  
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fلورن تابع  سه جمله اول بسط مك  :12مثال  (z) tg z−=    كدام است؟1
1 (z zz (| z | )

! !
+ − + − <

3 5
13 5 "  2 (z zz (| z | )+ − + − <

3 5
13 5 "  

3 (z zz (| z | )
! !

− + − + <
3 5

13 5 "  4 (z zz (| z | )− + − + <
3 5

13 5 "  
tgهاي فوق يك راه حل ابتكاري به اين صورت است كه براي نوشتن بسط مكلورن تابع                   فاده از بسط   با است  » 4«گزينه   :پاسخ  z−1     ابتدا از تابع مشتق 

f  : گيريم مي (z) tg z f (z)
z

− ′= ⇒ =
+

1
2

1
1

  

خب حالا بسط مكلورن تابع 
z+ 2

1
1

نويسيم، از بسط   را مي
z+

1
  .دهيم  قرار ميz ،z2كنيم و در طرفين به جاي   استفاده مي1

  z z z f (z) z z z
z z

′= − + − + − ⇒ = = − + − + −
+ +

2 3 2 4 6
2

1 11 11 1
" ""  

f  : اگر اين بار از طرفين تساوي فوق انتگرال بگيريم، داريم  ( )z z z zf (z) C z f (z) z=+ = − + − + ⎯⎯⎯⎯→ = − + − +
3 5 3 5

3 5 3 5
D D" ""  

  
zfلورن تابع بسط مك :13مثال  (z)

z
=

+2 9
   كدام است؟

1(
n n

n
n

( ) z , | z |
+∞

+
=

−
<∑

4 1
2 2

1 3
3D

  2(
n n

n
n

( ) z , | z |
+∞

+
=

−
<∑

4 1
2 1

1 3
3D

  

3(
n n

n
n

( ) z , | z |
+∞

+
=

−
<∑

2 1
2 2

1 3
3D

  4(
n n

n
n

( ) z , | z |
+∞

+
=

−
<∑

2 1
2 1

1 3
3D

  

  براي حل اين مثال بايد شكل تابع را به صورت»1«گزينه  :پاسخ 
u+

1
  : بسط استفاده كنيم در آوريم تا بتوانيم از فرمول اين1

z z zf (z) ( )
z z z( )

= = =
+

+ +
2 4 4

1
99 9 1 19 9

  

|دانيم با شرط    مي z n: بسط مقابل را داريم    1>| n

n
( ) z

z

∞

=
= −

+ ∑1 11 D
|zحالا اگر فرض كنيم،   ،   |<

4
| بـه عبـارت ديگـر       يـا   و 19 z |< تـوانيم از     مـي ،  3

fط براي فرمول اين بس (z) استفاده كنيم .  
n n

n n n n
n

n n n

z z ( ) z( ) ( ) ( ) ( )
z

∞ ∞ ∞

= = =

−
= − = − =

+
∑ ∑ ∑

4 4 4
4 2

1 11 19 9 31 9
D D D

  

fپس (z)شود  به شكل مقابل نوشته مي:  
n n n n

n n
n n

z ( ) z ( ) zf (z)
+∞ ∞

+
= =

− −
= =∑ ∑

4 4 1
2 2 2

1 1
9 3 3D D

    

  
fاگـر بخـواهيـم  بسـط تيـلور تـابع     : 6 نكته  (z)   ري غير صف     را حـول نقطه(z )D D≠    بنويسيم بايد از جانشيني u z zD=  استفاده كرده و سـپس      −
fبسط تابع (u z )D+را در u D= بنويسيم.  

fبسط تيلور تابع: 14مثال  (z)
z

=
−
1

z حول نقطه1 i=را در ناحيه همگرايي تابع بنويسيد و شعاع همگرايي آن را حساب كنيد .  
z   :پاسخ  i u z u i− = ⇒ = +  

f (z) f (u) uz u i ( i)( )
i

= ⇒ = =
− − − − −

−

1 1 1
1 1 1 1 1

  

|uناحيه همگرايي سري |
i
<

−
u  :باشد  مي11 uf (u) [ ] [ ]ui i i ( i)

i

= = + + +
− − − −−

−

2
2

1 1 1 11 1 1 11 1

"  

zحالا با جايگزيني i−به جاي uداريم :  z i (z i)f (z) [ ]
i i ( i)

− −
= − + +

− − −

2
2

1 11 1 1
"    

z  : شود اما شعاع همگرايي به صورت روبرو حساب مي  i| | | z i | | i | | z i |
i

−
< ⇒ − < − ⇒ − <

−
1 1 21  
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  )لورانت (قضيه لوران        

fتابع (z)
(z )(z i)

=
− −

1
1 zها بـه جـز دو نقطـه تكـين         z را در نظر بگيريد، اين تابع به ازاي تمام         2 z و 1= i= اگـر بـسط تيلـور را       .  تحليلـي اسـت    2

zحول D=محاسبه كنيم، اين بسط براي ناحيه | z   . معتبر است1>|
zبا اين بسط حول    D= ناحيه | z تري معـروف بـه       در دسترس ما نيست و براي همين نمايش كلي         1≤|

مثلاً . دهد   وجود دارد كه امكان بسط در هر طوق را كه تابع در آن تحليلي است را به ما مي                   سري لوران 
fبراي تابع  (z)لوران حول سه حالت ممكن براي بسط z D=يكـي ناحيـه  .  وجود دارد| z |> ، يكـي  2

|طوق z |< <1 | و ديگري ناحيه   2 z كه بسط لوران در ايـن ناحيـه در واقـع همـان سـري تيلـور                  (1>|
fتابع (z)توانيم بسط تابع را حول نقطه تكين آن بنويسيم با سري لوران ميپس ما )  است.  

fهرگاه (z)  در ناحيه D)  مثلاً طوقR | z z | RD< − <1 fنگاه تابع تحليلي باشد، آD واقع درzDبه جز نقطه ) 2 (z)توان با سري لـوران زيـر نمـايش      را مي

         :داد
n

n n n
n n n

n n n

bf (z) C (z z ) a (z z )
(z z )

D D
D D

=+∞ ∞ ∞

=−∞ = =
= − = − +

−
∑ ∑ ∑

1
  

  .توانيم تابع را حول نقاط تكين آن بسط دهيم كاري كه با استفاده از سري تيلور ممكن نبود كه در واقع با استفاده از سري لوران مي

nدر رابطه فوق به عبارت
n

n

b
(z z )D

∞

= −
∑

1
  .شود   گفته ميمقدار اصلي سري لوران ، 

zبه عبارت ديگر سري لوران يك سري مركب از توانهاي صحيح مثبت و منفي              zD−          است، كـه توانهـاي مثبـت همـان سـري تيلـور حـول نقطـه z zD= 
  :شود  محاسبه ميزيربه صورت ضرايب سري لوران فوق  .باشند مي

  n
n nn

f (z)a dz , b (z z ) f (z)dz
i i(z z )

−
+

= Ο = Ο −
π π−

∫ ∫ 1
1

1 1
2 2 D

D
  

  .شود هاي ديگري براي محاسبه ضرايب سري لوران استفاده مي البته در عمل از روش
  
  

عبارت :15مثال 
z−

1
  . بسط دهيدzهاي منفي حسب توان و بار ديگر بر zهاي مثبت  بار بر حسب توان  در دو حالت يك1

|در حالت اول چون در ناحيه      :پاسخ  z دانيم بسط تيلور مي. شود  پس همان بسط تيلور تابع نوشته مي باشد،     تابع تحيلي مي   1>|
z−

1
n به صـورت 1

n
z

∞

=
∑
D

 

|باشد، ولي يادتان نرود در اين بسط بايد شرط          يم z |خب حالا اگر بخواهيم بسط تابع را براي ناحيه        .  برقرار باشد  1>| z zچون نقطه .  بنويسيم 1<|  داخـل   1=
zكه تابع در  دليل اينبه افتد و  منحني بسته ما مي   :شويم  مجبور به استفاده از بسط لوران مي، تحليلي نيست1=

).  : كنيم  به اين شكل عمل ميzهاي منفي  براي نوشتن توان )
z zz( )

z z

−
= = −

− − −

1 1 1 1
1 11 1 1

  

|دقت كنيد چون در اين حالت z  است، پس1<|
| z |

<
1 توانيم بسط  و اين يعني مي1

z
−

1
11

  : را به صورت زير بنويسيم

n

n
( ) ( )
z z z

z z

∞

=
= ⇒ = + + +

− −
∑ 2

1 1 1 1 111 11 1D
"  

با ضرب
z

−
n  : در سري داريم1 n

n n
( )

z z zz z z z z

∞ ∞

+
= =

− + + + = − − − + = − = −∑ ∑2 2 3 1
1

1 1 1 1 1 1 1 11
D

" "  

  .هايي كه تابع تحليلي نيست بايد از بسط لوران استفاده كنيم ويسيم و در قسمتن باشد، همان بسط تيلور تابع را مي اي كه تابع تحليلي مي پس در ناحيه

2i 

2 x 

y 

1 
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zهايي به صورت    ايجاد جمله ) zDحول نقطه ( در نوشتن بسط لوران      :7نكته  z− D  هـا بـه صـورت چنـد          براي توابع كسري كه صورت و مخرج آن       .  لازم است
z)هاي باشد، بايد سعي كنيم توان ي ميا جمله z )− Dباشد گونه مسائل استفاده از دو بسط زير كليد حل مسئله مي در اين.  را در مخرج كسر ايجاد كنيم:  

u u u= − + − +2 31 "
D

n n

n
, ( ) u

u

∞

=
= −

+ ∑1 11D
"n

n
u u u

u

∞

=
= = + + +

− ∑ 21 11  

بعي به صورت  پس ما بايد سعي كنيم توا     
u±

1
|ها به شرط     ايجاد كنيم و چون اين سري      1 u  شـده در صـورت       هـاي داده     برقرار است، با استفاده از ناحيه      1>|
  . كند تر مي حل چند مثال اين موضوع را براي ما روشن. تست بايد بسط را در ناحيه همگرايي بنويسيم

zfبسط لوران تابع: 16مثال  (z)
(z )(z )

=
− −1 |، در طوق3 z |< − <1 1  . را بنويسيد2

zنقاط غير تحليلي تابع    :پاسخ  z و 1= = zدقت كنيد، نقطه    با توجه به طوق داده شده      .باشد   مي 3 zولي چـون بـسط حـول      . طوق نيست  داخل   1= =1 
z)هاي منفي پس لازم است توان .خواسته شده و اين نقطه، نقطه غير تحليلي است، بايد بسط لوران را بنويسيم   .كنيم ابتدا كسر را تجزيه مي. را ايجاد كنيم1−(

z A B A(z ) B(z ) z (A B)z A B z
(z )(z ) z z

= + ⇒ − + − = ⇒ + − − =
− − − −

3 1 31 3 1 3  

A B , A B A , B−
⇒ + = − − = ⇒ = =

1 31 3 2 2D  

fپس (z)شود   به صورت مقابل بازنويسي مي:         f (z)
z z (z ) (z )

−
= + = −

− − − −

1 3
3 12 2

1 3 2 3 2 1  

zهاي منفي   خب حالا بايد توان    ول يعنـي ي جملـه ا     را ايجاد كنيم، جمله دوم كه خود به خود اين شـكل را دارد، پـس سـراغ تغييـر قيافـه                      1−
(z )−

3
2 3 

)  !رويم مي )z z(z ) (z ) [(z ) ] ( )
= = = = −

− −− − − − − − − −

3 3 3 3 3 1
1 12 3 2 1 2 2 1 2 44 1 12 2

  

|خواهيم از همان بسط معروف استفاده كنيم، چون شرط الان مي z |< − <1 1   : داده شده، پس داريم2
n

n

z z| z | | | ( ) ( )z

∞

=

− −
− < ⇒ < ⇒ − = −

−
−

∑2 3 1 3 11 2 1 12 4 4 21 2
D

  

fپس بسط (z)دباش  به صورت مقابل مي:  n

n

zf (z) ( )
(z )

∞

=

−
= − −

− ∑1 3 1
2 1 4 2D

  

kپرسند، اين است كه چـه وقـت دنبـال ايجـاد             سئوال مهمي كه معمولاً دانشجويان مي      :2 تذكر 
z z− D

z و چـه وقـت دنبـال ايجـاد          z
k
− D   ،باشـيم  

)k  هاي مخرج آن كسر داخل ناحيه       وقت در نوشتن بسط يك كسر، ريشه      جواب اين است هر     .) عددي طبيعي است| z z | R− <D        قـرار داشـت، بايـد در 

kكسر به دنبال توليد
z z− D

zهاي مخرج آن كسر داخل ناحيه قرار نداشته باشد، بايد دنبال توليد باشيم و اگر ريشه z
k
− Dبه مثال زير دقت كنيد. شيم با.  

fسري لوران تابع: 17 مثال (z)
(z )(z )

−
=

− −
1

1 |ناحيه را در 2 z |< <1   كدام است؟ 2

1( 
n

n n
n n

z
z

∞ ∞

+ +
= =

+∑ ∑1 1
1

1
2D

  2( 
n

n n
n n

z
z

∞ ∞

+ +
= =

+∑ ∑1 1
1

2D D
  3( 

n

n n
n n

z
z

∞ ∞

+ +
= =

+∑ ∑1 1
1

1
2 D

  4( 
n

n n
n n

z
z

∞ ∞

= =
+∑ ∑

1 1

1
2

  

fابتدا با استفاده از روش تجزيه كسرها»  2«گزينه  :پاسخ   (z) نويسيم  ميمقابل را به صورت:            f (z)
(z )(z ) z z

−
= = −

− − − −
1 1 1

1 2 1 2  

|با توجه به ناحيه داده شده يعني       z |< <1 z واضح است نقطه   2 باشد، درون ناحيه قـرار دارد، پـس بايـد سـري              ه غير تحليلي براي تابع مي      كه يك نقط   1=

zچون. لوران را براي اين تابع بنويسيم      =D D   هاي منفي  پس بايد توان(z )− Dهاي منفي  يا به عبارت ديگر توانzبراي جملـه   را ايجاد كنيم، ابتدا 
z −

1
1 

1 2 3 -1 

1 
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zدقت كنيد دهيم،    اين كار را انجام مي     | داخل ناحيه  1= z |<  قرار داردو بايد دنبال توليد     2
z
اكتور بگيـريم،    ف ـ zاگر در مخرج كـسر از      در مخرج باشيم،     1

).  :داريم )
zz( )

z z

=
− −

1 1 1
1 11 1

  

|دقت كنيد با توجه به شرط صورت سئوال، چون z باشد پس  مي1<|
| z |

<
1   :توانيم بسط عبارت داخل پرانتز را بنويسيم ، و مي1

n
n

n n
( ) ( )

z z z zz z

∞ ∞

+
= =

+ + + = =∑ ∑2 1
1 1 1 1 1 11

D D
"  

 در نوشتن بسط   از طرفي 
z −

1
z چون 2 = | خارج ناحيه  2 z |< z قرار دارد، پس بايد    2

 قسمت دوم عبارت يعني    : را توليد كنيم   2
z

−
−
1

تـوانيم بـا       را مي  2

).  :دلخواه در بياوريم در مخرج كسر به شكل -2فاكتور گرفتن از عدد  )z z( )

−
=

− − −

1 1 1
22 1 12 2

  

|خب حالا با اين استدلال كه چون z |< |z، پس2   :كنيم  به راحتي مجوز استفاده از بسط معروف را براي خود صادر مي12>|
n n

n
n n

n n n

z z z.( ) ( )z

∞ ∞ ∞

+
= = =

= = =
×−

∑ ∑ ∑ 1
1 1 1
2 2 2 2 2 21 2

D D D
  

fپس تابع (z)در طوق | z |< <1   : شود  به صورت مقابل نوشته مي2
n

n n
n n

zf (z)
z

∞ ∞

+ +
= =

= +∑ ∑1 1
1

2D D
  

nكه البته اگر بخواهيم نمايش به صورت سري لوران با انديس يك در بيايد با قرار دادن          : داريمn به جاي 1−
n

n n
n n

zf (z)
zD

∞ ∞

+
= =

= +∑ ∑1
1

1
2

  

 

هاي لوران تابع تمام سري: 18 مثال
z z−3 4

  . را به مركز صفر بنويسيد1
|كند كه   در اين مسئله فرق نمي    :  پاسخ    z | و يا  1>| z z باشد، چون در هر دو حالت نقطه       1<| = D      داخل ناحيـه    ،باشد   كه نقطه غير تحليلي تابع مي 

nدانيم  مي.  را ايجاد كنيمzهاي منفي  گيرد، پس بايد در هر دو حالت توان  قرار مي

n
z

z D

∞

=
=

− ∑1
 از ضرب طرفين آن در 1

z3
|براي (1 z     :ريمدا)  1>|

n

n

...z z
zz z z zD

∞
−

=
= = + + + + +

−
∑ 3

3 4 3 2
1 1 1 1 1  

|اما براي z | و1<| |
z
<

1 n   : بايد بر حسب توانهاي منفي بسط را بنويسيم   و1
n

n n
( )

z z z zz( )
z

∞ ∞

+
= =

−
= = − = −

− −
∑ ∑ 1

1 1 1 1 1
11 1 D D

  

 در طرفين سري فوقبا ضرب
z3
n  : داريم1

n

...
z z z z zD

∞

+
=

= − = − − −
−

∑3 4 4 4 5
1 1 1 1 

  
|بسط تابع: 19 مثال z |< < 1D،zf (z)

z z
+

=
+ 2

1    برابر كدام گزينه است؟ 2

1 (...z z
z
+ − + −21 1  2 (...z z z− + − +2 31  3 (...z z+ − +21  4 (...z z

zz
+ − + − +2

2
1 1 1  

 جمله » 1«گزينه  :   پاسخ 
z
zf     : نويسيم  خود به خود وجود دارد و بسط جمله دوم را مي1 (z)

z zz z
+

= = +
++ 2

1 2 1 1
1  

... ...z z z f (z) z z z
z z
= − + − + ⇒ = + − + − +

+
2 3 2 31 11 11  
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fسري لوران تابع: 20 مثال (z)
z z

=
− −2

3
2

| در ناحيه z |>    كدام است؟2

1 (
n n

n
n

( )
zD

∞ +

=

+ −∑
12 1  2 (

n n

n
n

( )
zD

∞ +

+
=

+ −∑
1

1
2 1  3 (

n n

n
n

( )
zD

∞

=

+ −∑ 2 1  4 (
n n

n
n

( )
zD

∞

+
=

+ −∑ 1
2 1  

f» 2«گزينه :  پاسخ  (z)توان به صورت  را با استفاده از روش تجزيه كسرها ميf (z)
z z

= −
− +
1 1

2 | نوشت، از طرفي در ناحيه1 z |>   : داريم2
n

n
n

n n
.( ) ( )

z z z z z
z

∞ ∞

+
= =

= = =
− −

∑ ∑ 1
1 1 1 1 2 2

22 1 D D
  

|وقتي z |> |، پس حتما2ً z : گيريم  به راحتي نتيجه مي و1<|
| z |

<
1  پس بسط،1

z
−

+
1

  : در ناحيه موردنظر به صورت زير است1

n n
n n

n n
n n n

( ) ( ) ( ).( ) ( ) ( )
z z z z z z z

z

+∞ ∞ ∞

+
= = =

− × − −
= − = − − = =

+ ×+
∑ ∑ ∑

1
1

1 1 1 1 1 1 1 1111 1 D D D
  

  :لذا داريم
n n

n
n

( )f (z)
zD

∞ +

+
=

+ −
= ∑

1
1

2 1  

 

zfچند جمله اول سري لوران: 21مثال  (z) z e=
1

   به مركز صفر كدام است؟2

1 (z
!z !z

+ + + +2
1 1 1
2 3 4

"  2 (z
z !z

+ + +2
1 1
2 3

"  3 (z z+ + +2 1
2 "  4  (z z

z !z
+ + + +2

2
1 1

2 3
"  

رسـند، بـا نوشـتن     اي و كسري نيستند با نوشتن بسط توابع به صورت مستقيم به جواب مي ها چون از نوع چند جمله اين نوع تست»  3«گزينه   :پاسخ 

 بهz و تبديلzeبسط 
z
z  :م در طرفين تساوي داري1 ze z z e ( )

! z ! z
= + + + ⇒ = + +

1
2

2
1 1 1 11 12 2"  

zf (z) z e z [ ( ) ] z z
z ! z

= = + + + = + + +
1

2 2 2
2

1 1 1 11 2 2" " 

sinh تابعلورانسه جمله اول بسط : 22 مثال zf (z)
z
π

=    حول مبدأ مختصات كدام است؟ 3

1 (z
! !z

π π π
+ +

3 5 2
2 3 5  2 (z

! !z
π π π
− +

3 5 2
2 3 5  3 (z ...

z ! !
π π π
+ + +

2 3 2

3 5  4 (z ...
z ! !
π π π
− + +

3 5 3

3 5  

z                       »  1«گزينه :  پاسخ  z z... ...(sinh z) ( z )
! ! ! !z z z

π π π π π
π = π + + + = + + +

3 3 5 5 3 5 2
3 3 2
1 1

3 5 3 5  

 

sinسه جمله اول سري لوران تابع: 23 مثال zf (z)
z

= z در هر3 ≠ Dاست؟   

1 (z
z

− +
2

2
1 1

6 12D  2 (z
zz D

+ +
2

2
1 1

12  3 (z
zz D

− +
2

2
1 1

6 12  4 (z
z z D
+ −

2
2

1 1
12  

sin                      » 1«گزينه  :  پاسخ   z z z z... ...(z )
! !z z z D

= − + − = − + −
3 5 2

3 3 2
1 1 1

3 5 6 12  

 

sin تابعلورانسري : 24 مثال zf (z)
z

=
− π

z حول نقطه = πكدام است؟   

1 (
n n

n

( ) (z )
( n )!D

∞ +

=

− − π
+∑

1 21
2 1  2 (

n n

n

( ) (z )
( n)!D

∞ +

=

− − π∑
1 21
2  3 (

n n

n

( ) (z )
( n )!D

∞

=

− − π
+∑

21
2 1  4 (

n n

n

( ) (z )
( n)!D

∞

=

− − π∑
21

2  
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sin z , z
g(z) z

, z

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩ 1

D

D

uبا تغيير متغير»  1«گزينه :  پاسخ  z= − πداريم :  
sin( u) sin u u ... ...f (z) f (u ) [u ] u u

u u u ! ! !
π +

= + π = = − = − − + = − + − +
3 2 41 1 113 3 5  

n n

n

(z ) ( ) (z )...(z )
! ! ( n )!D

∞ +

=

− π − − π
= − + − − π + =

+∑
2 1 241 11 3 5 2 1  

  .)مقدار اصلي سري لوران را ندارد. (البته اين بسط به نوعي از جنس سري تيلور است
  

         تعريف نقطه تكين 
zنقطه zD=   تابع تكيننقطه  را f (z) اگر،ناميم  مي f (z)در zDنقطـه هر همسايگيلي نباشد ولي  تحلي zD    شـامل نقـاطي باشـد كـه f (z)  در آن نقـاط 

zنقطه. تحليلي باشد  zD=     براي تابع تكين تنها    را يك نقطهf (z)اگر ،ناميم  مي f (z) درzD     از يك همسايگي  غير تحليلي ولي zD      موجود باشد به طـوري 

fكه (z)   اين همسايگي به جز خود     تمام نقاط  در zD نقطه به عنوان مثالي ساده   . تحليلي باشد zD D=  براي تابع f (z)
z

=
باشـد،     يك نقطه تكين تنها مي     1

zDچون اين تابع در نقطه D= يعني در هر همسايگي( تحليلي نيست ولي در تمام نقاط به جز صفرzD (باشد تحليلي مي.  
zDنقطهاما   D=  براي تابعf (z) log z=          چون در . نيست يك نقطه تكين است ولي نقطه تكين تنهاz D=     تـوانيم    مـي باشـد، پـس    تابع غير تحليلـي مـي

دانـيم بـه      ي منفي است و مـي      بالاخره شامل نقاطي روي محور حقيق      ، نقطه تكين است ولي هر همسايگي حول مبدأ مختصات كه در نظر گرفته شود              بگوييم
log تابع  ،zازاي مقادير منفي   z   چون ما بايد بتوانيم يك همـسايگي بـراي        (.  مطابقت ندارد  ، و اين موضوع با تعريف نقطه تكين تنها        نيست تحليليzD D= 

fپيدا كنيم، كه (z)در تمام نقاط غير از در آنجا zDتحليلي باشد .(  

fبه عنوان مثال آخر و مثالي مهم تابع          (z)
sin( )

z

=
π

z را در نظر بگيريد، براي اين تابع نقاط تكين 1 = D و z
k

=
1) kهستند كه ) حيح است عددي ص

zبه ازاي    = D       مخرج مقدار مشخصي ندارد و به ازاي z , ,= ± ± ±
1 11 2 f، مخرج 3 (z) برابر صفري شود اما اين نقاط تكين تنها هستند، چون حول 

   آن نقاط تحليلي باشد، توان يك همسايگي پيدا كرد كه تابع در تمام ها مي تمام آن
zاما نقطه    = D      توان در همسايگي آن، يك همسايگي پيدا كرد كه تـابع             تكين غير تنها است چون نمي

zهـا بـه سـمت نقطـه         در واقع در اين تابع كلاً تكين      . ديگري نباشد  جا شامل نقاط    در آن  = D   انباشـته 
  .گويند هاي انباشته نيز مي هاي غير تنها، تكين به تكين به همين دليلشوند و  مي
  

  .شود اي توابع راديكالي و لگاريتمي مشاهده مي چنين در نقاط شاخه صورت فوق و هم در توابعي به) انباشته(معمولاً نقاط تكين غير تنها   :3تذكر 
Im و z ، Rez  در بعضي توابع مانند :8نكته  zشود  جا تحليلي نيستند، نقاط تكين تعريف نمي ، كه هيچ.  

f يك نقطه تكين تنها برايzDاگر  :4 تذكر (z)در اين صورت، باشد f (z)نقطه حول zDداراي بسط لوران خواهد بود.  

fتمام نقاط تكين تنهـا بـراي تـابع         :9نكته  (z)    بـراي توابـع 
sin(f (z))

1   ، 
cos(f (z))

1   ، 
sinh(f (z))

 و   1
cosh(f (z))

 ن غيـر تنهـا     تكـي  1
  .آيند به حساب مي) انباشته(

          تكين برداشتني
fگويند هرگاه  را يك نقطه تكين برداشتني ميzDنقطه (z)در z zD=را طوري تعريف كرد كه در  تحليلي نباشد ولي بتوان آنzDتحليلي شود .  

zDبراي مثال نقطه   D=  براي تابع sin zf (z) (z )
z

D=  يـك نقطـه تكـين برداشـتني         ≠
  : تعريف كنيم، داريمروبرو را به صورت g(z)است چون اگر

  
zدر g(z)شود كه   ملاحظه مي  D=  گوييم كه بـسط لـوران آن    اي تكين برداشتني مي  تعريف ديگري از تكين برداشتني اين است كه به نقطه        . تحليلي است

zشامل توان منفي zD−يعني قسمت اصلي بسط لوران در آن وجود نداشته باشد. ( نباشد(.  
حـساب كـرديم و برابـر عـددي         ) ريـشه مخـرج   (صورت كسر هم باشد و حد عبارت را در اين نقطه تكين             اگر ريشه مخرج كسر، ريشه        :10نكته 

)حقيقي و مخالف بينهايت    . تكين برداشتي تابع است،گاه آن ريشه  شد، آن∞(
f هرگاه :11نكته  (z) و g(z)   حليلي باشند و نقطه    هر دو تz zD=    براي هر دو تابع ،f و gمرتبه باشد در اين صورت  صفر همzD    يـك نقطـه تكـين 

fبرداشتني براي تابع (z)
g(z)

  .باشد  مي

x

y  

1− 1o iiiii i i i ii i i i iiiiii
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   اساسي       تكين

zهاي منفي  از تواننامتناهيهاي  اگر بسط لوران شامل جمله   zD−باشد، آنگاه zD براي مثال توابع .ناميم  اساسي ميتكين را نقطهsin
z
ze و1

1
 داراي نقطـه  

zتكين اساسي در D=هستند .  

ze ( )
z ! z

"= + + +
1

2
1 1 11 sin        و       2 ( ) ( )

z z ! !z z
= − + −3 5

1 1 1 1 1 1
3 5 "  

  . هستند و تعداد اين جملات نامتناهي استzهاي منفي شود هر دو تابع شامل جملاتي با توان طور كه ملاحظه مي همان

هاي تابع  قطب:12نكته 
f (z)

)sin نقطه تكين اساسي براي توابع ،1 )
f (z)

)cos و1 )
f (z)

1،f (z)e
1

،sinh( )
f (z)

1،cosh( )
f (z)

  .آيند  به حساب مي1

  قطب        

zهاي منفي  از توانتناهيم هاي  جملهاگر بسط لوران شامل zD−باشد، آنگاه zDبراي را يك قطب f (z)ناميم مي.  
  

  تعيين مرتبه قطب        

mبا محاسبه 
z z
Lim (z z ) f (z)

D
D

→
m در صورتي كه   − , , ,...=1 2  كه به ازاي آن براي اولين بار حد فوق برابر مقدار متناهي شود را مرتبـه                 mاز باشد، مقداري    3

m(z در عبارتmيا به عبارت ديگر در بسط لوران تابع، بزرگترين توان. ناميم قطب مي z )D−

mاگر .ناميم  را مرتبه قطب مي1  باشد قطب را مرتبه اول و يا 1=

fبراي مثال تابع  .ناميم ساده مي (z)
z(z ) (z )

= +
− −5 2
1 3

2 2
z يك قطب ساده در D= در5 و يك قطب مرتبه z =   .  دارد2

  

zدر نقطه: 25 مثال = z) تابع1 )f (z) e
−

−=
2

1
   : داراي 1

  .يك نقطه تكين اساسي است) 2  .يك قطب مرتبه دوم است) 1
  . صحيح است2 و 1هر دو گزينه ) 4  .يك نقطه تكين برداشتني است) 3

z)        :نويسيم  را براي تابع ميلورانبسط »  2«گزينه  :   پاسخ  ) ...e
(z ) !(z ) !(z )

−
− = − + − +

− − −

2
1
1

2 2 6
1 1 11
1 2 1 3 1

  

zگردد كه ملاحظه مي   . يك نقطه تكين اساسي است1=
  
  

  صفر تابع        

fاگر تابع (z)در حوزه Dتحليلي باشد و zDمتعلق به اين حوزه باشد، آنگاه zDناميم هرگاه  را صفر تابع ميf (z )D D=باشد .  
f يك صفر تابعzDاگر :مرتبه صفر (z) طبيعي باشد، آنگاه كوچكترين عددnكه به ازاي آن (n)f (z )D D≠ناميم  باشد، را مرتبه صفر مي.   

zfبراي مثال تابع (z) z(e )= z در1− = Dچون، داراي صفر مرتبه دوم است f ( ) f ( )′= =D D Dو f ( )′′ = ≠2D Dيعني مشتق دوم آن مخالف صفر است ،.  

nzهاي تعيين مرتبه صفر اين است كه حاصل         يكي از روش   z

f (z)lim
(z z )→ −D D

آوريم و اولين مقدار متناهي و مخالف صفر را به عنوان مرتبه صـفر                 به دست مي   

  .گيريم در نظر مي

n) ام   n را قطب مرتبه     zDنقطه   :13نكته  f تابع   1≤( (z) باشد، اگر صفر مرتبه        ميn    ام تابع g(z)
f (z)

=
از اين تعريف در مواقعي     .  باشد 1

  .كنيم توانيم مرتبه قطب را تعيين كنيم، استفاده مي هاي قبلي نمي كه از تعريف
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Dzنقطه  :26مثال  f براي تابع = (z)
z cosh z

=
+ −2

1
2 2

  باشد؟ ، قطب مرتبه چندم مي
   چهارم)4  سوم) 3  دوم) 2  اول) 1

g(z)  با تعريف     »4«گزينه  : پاسخ  z cosh z
f (z)

= = + −21 2 را حساب كنيم، براي اين منظـور بايـد از          g(z)كنيم مرتبه صفر تابع       ، سعي مي  2

zاي مشتق بگيريم تا مقدار مشتق آن در نقطه   تا مرتبهg(z)تابع  = Dمخالف صفر شود :  
  g (z) z sinh z g ( ) , g (z) cosh z g ( )′ ′ ′′ ′′= − ⇒ = = − ⇒ =2 2 2 2D D D D  

  ( ) ( )g (z) sinh z g ( ) , g (z) cosh z g ( )′′′ ′′′= − ⇒ = = − ⇒ = − ≠4 42 2 2D D D D  
zپس = D قطب مرتبه چهارم تابع f (z)باشد  مي.  

fبراي تابع: 27 مثال (z) z z= +4    كدام گزينه صحيح است؟24
1(z = Dصفر مرتبه دوم و z i= z)2  . صفرهاي ساده تابع هستند±2 = Dصفر مرتبه سوم و z i=   . صفرهاي مرتبه دوم تابع هستند±2
3(z = Dصفر مرتبه دوم و z i= z)4  .صفرهاي مرتبه دوم تابع هستند ±2 = Dصفر مرتبه سوم و z i=   . صفرهاي ساده تابع هستند±2

f    »1«گزينه  :   پاسخ  (z) z (z ) z , z iD D= + = ⇒ = = ±2 2 4 2    
f ( )

f (z) z z
f ( i) ( i) ( i) i

D D′ =⎧⎪′ = + ⇒ ⎨
′ = + = −⎪⎩

3
34 8

2 4 2 8 2 16
  

zدقت كنيد  i= zو به همين ترتيب   2 i= هـستند، امـا بـراي تعيـين مرتبـه صـفر            ) ساده( چون اولين مشتق آنها مخالف صفر شده لذا صفر مرتبه اول             2−
zبراي = D بايد دوباره مشتق بگيريم :  f (z) z f ( )D D′ ′′= + ⇒ = ≠212 8 8  

zنوع نقطه تكين تابع   :28مثال 
sin zf (z)

e z−
π

=
− −1 22 1

  كدام است؟ 
zتابع داراي يك قطب برداشتني در نقطه ) 1 zنقطه ) 2  . است1=   .باشد  تكين اساسي تابع مي1=
3 (z z) 4  .باشد  قطب مرتبه اول تابع مي1=  .باشد ع مي قطب مرتبه دوم تاب1=

f  بــراي تعيــين مرتبــه قطــب تــابع »4«گزينــه  :پاســخ  (z) تــابع   بايــد مرتبــه صــفرهايg(z)
f (z)

=
كــه  بــا توجــه بــه ايــن:  را تعيــين كنــيم1

ze zg(z)
sin z

− − −
=

π

1 22 z(z)، ابتدا مرتبه صفر تابع 1 e z−ψ = − −1 22   :كنيم مي را حساب 1

  z z z(z) e z ( ) , (z) e ( ) , (z) e ( )D D D− − −′ ′ ′′ ′′ ′′′ ′′′ψ = − ⇒ψ = ψ = − ⇒ψ = ψ = ⇒ψ = ≠1 1 12 2 1 2 2 1 2 1 2  
zپس   zباشـد، امـا        مـي  ψ(z) صفر مرتبه سـوم      1= Q(z) يـك صـفر مرتبـه اول بـراي تـابع             1= sin z= π    باشـد، پـس مرتبـه صـفر تـابع           نيـز مـي

g(x)برابر− =3 1 fباشد و به عبارت ديگر مرتبه قطب   مي2 (z) باشد  مي2 برابر.  

zfدر مورد تابع: 29 مثال (z)
(z ) exp( )

z

=
−

−

7

2 2 14 2
   كدام گزينه صحيح است؟ 

1 (z D=صفر مرتبه هفت و z = z) 2  . قطب ساده تابع است2 D=صفر مرتبه هفت و z =   . قطب مرتبه دوم تابع است2

3 (z = z) 4  . نقطه ويژه تنها نيست2 = z نقطه ويژه اساسي و2 =   . قطب مرتبه دوم تابع است2−

zكاملاً واضح است كه   »  4«گزينه  :  پاسخ    D=                   صفر مرتبه هفتم تابع موردنظر است، اما با صـفر قـرار دادن مخـرج عبـارت exp( )
z −

1
  و عبـارت   2

(z )−2 zگردد  ملاحظه مي24 = z نقطه تكين اساسي و2 =   . قطب مرتبه دوم تابع است2−
  

  

f يـك نقـطه تكيـن تـابـع    zDاگـر: روش اول  (z)    بـاشـد، آنـگـاه ضـريــب 
z zD−

f را در بـسـط لــوران تـابع        1 (z)    نـاميم و آن را بـا         مانـده مـيb1  

Resو يا) C1و در بعضي كتب با( [f (z)]
z zD=

  .دهيم  نمايش مي

  )باقيمانده(محاسبه مانده  
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sinhمانده تابع: 30 مثال zf (z)
z

= z در نقطه4 = Dكدام است؟   

1 (1  2 (1
6  3 (

!
1
5  4 (1

24  

sinh              » 2«گزينه  :   پاسخ  z z z z z z... ...(z ) .
! ! ! ! z ! !z z z

= + + + + = + + + +
3 5 7 3

4 4 3
1 1 1 1

3 5 7 3 5 7  

zمانده درپس  D=برابر ضريب 
z
1 يعني1

  . است6

zيادتان باشد، اگر :14نكته    zD= براي تابعتكين اساسي يك نقطه f (z)براي تعيين مانده هيچ راهي جز استفاده از بسط لوران نداريم.  باشد.  

fمانده تابع :31مثال  (z) z cos
z

= 7
2
   كدام است؟1

i1) 2  ر صف) 1
12  3 (1

24  4 (1
8  

z نقطهدانيم مي»  3«گزينه  :پاسخ  = D،  تكين اساسي تابعf (z)تنها راه، نوشتن بسط لوران،باشد  مي cos( )
z
  :باشد  مي1

( ) ( ) ( )
z z zz z zcos( ) f (z) z cos( ) z

! ! !z z !z !z !z
" "= − + − + ⇒ = = − + − +

2 2 6
7 7 72 2 2 7 7

2 2 4 8 12

1 1 1
1 11 2 4 6 2 4 6

  

ضريب
z
 در بسط فوق برابر1

!
1
1مانده برابرباشد، پس   مي4

  . است24

  
f مانده تابع :32مثال  (z) z sin( )

z
=

+
2 1

f در نقاط تكين1 (z)كدام است؟   

1 (7
6  2 (5

6  3 (−
5
6  4 (−

7
6  

zباشد كه كمي ابتكار هم لازم دارد، به راحتي معلوم است نقطـه            اين تست يك مثال جالب مي     »  2«گزينه   :پاسخ  = f تكـين اساسـي تـابع   ،1− (z) 

)sin استفاده از بسط لوران است پس بسط  ،تنها راه. باشد مي )
z +

1
)sin  :نويسيم  را مي1 )

z z !(z ) !(z )
"= − + −

+ + + +3 5
1 1 1 1

1 1 3 1 5 1
   

ما به راحتي جمله   به نظر ش  .  در بسط فوق ضرب شود     z2خب حالا اگر عبارت   
z +

1
 z2اگـر ! دانـم  شود؟ جواب من كه منفي است شما را نمي     مشخص مي  1

z)]را به شكل ) ]+ − 21 z  : بنويسيم، فكر كنم مشكل حل شود  1 sin( ) [(z ) (z ) ][ ]
z z !(z ) !(z )

"= + − + + − + −
+ + +

2 2
3 5

1 1 1 11 2 1 1 1 3 1 5 1
  

حالا اگر دقت كنيم، جمله
z +

1
z)شود، يكي با ضرب  به دو شكل ايجاد مي1 )+  در21

!(z )
−

+ 3
1

3 1
 در1 و يكي هم با ضرب عدد 

z +
1

  : پس داريم1

(z )
z !(z ) z !!(z )

+
− + = − + ⇒ − + = − + =

+ + ++

2
3

1 1 1 1 1 1 51 11 3 1 1 3 6 63 1
  

  
fمانده تابع: 33 مثال (z) (z )sin

z
= −

+
13 zتكين در نقطه 2 =    كدام است؟ 2−

  +5) 4  1) 3  -5) 2  صفر) 1

sin...       :باشد   تقريباً شبيه تست بالايي مي  »2«گزينه  :   پاسخ 
z z !(z )

= − +
+ + + 3
1 1 1

2 2 3 2
  

(z ) (z ) ...f (z) (z )sin( ) [(z ) ]sin( )
z z z z!(z ) !(z )

+ +
= − = + − = − + − +

+ + + ++ +3 2
1 1 2 2 5 53 2 52 2 2 23 2 3 2

  

گردد مانده يا همان ضريب ملاحظه مي
z +

1
   . است-5 برابر 2
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  روش دوم محاسبه مانده        

f براي تابع  m يك قطب از مرتبه    zDهرگاه (z) باشد، آنگاه b1) براي تابع) ماندهf (z)در z zD=توان از فرمول زير   را علاوه بر استفاده از بسط لوران مي
  :نيز حساب كرد

m
m

mz zz z

dResf (z) Lim [(z z ) f (z)]
(m )! dz

−

−→=
= −

−

1
1

1
1 DD

D  

  :داريم) قطب ساده(به طور خاص براي قطب مرتبه اول 

z zz z
Resf (z) Lim(z z )f (z)

→=
= −

DD
D  

  
zfمانده تابع: 34 مثال (z)

(z )(z )
=

− + 21 1
z در نقطه =    برابر كدام گزينه است؟1

1 (−
1
4  2 (1

4  3 (1
2  4 (−

1
2  

              » 2«گزينه  :   پاسخ 
z zz

zResf (z) Lim(z )f (z) Lim
(z )→ →=

= − = =
+ 21 11

11 41
    

zfمانده تابع: 35 مثال (z)
(z )(z )

=
− + 21 1

z در نقطه =     برابر كدام گزينه است؟1−

1 (1
4  2  (−

1
2  3 (−

1
4  4 (1

2  

                        » 3«گزينه  :   پاسخ 
z zz

d zResf (z) Lim[ ( )] Lim
( )! dz z (z )→− →−=−

−
= = = −

− − − 21 11

1 1 1
2 1 1 41

  

 
sinمبدأ مختصات چه نوع ويژگي براي تابع: 36 مثال zf (z)

z
=    و مانده در مبدأ مختصات كدام است؟ دارد 2

  .قطب مرتبه دوم و مانده برابر يك است) 2  .قطب ساده و مانده برابر يك است) 1
  .يك استتكين برداشتني و مانده برابر ) 4  .صفر ساده و مانده برابر صفر است) 3

mm                         » 1«گزينه  :   پاسخ  m
z z z

sin z sin zLim(z ) f (z) Lim z . Lim
zzD D D

D =

→ → →
− = ⎯⎯⎯→ =1

2 1  

            :گردد قطب ساده است و داريم ملاحظه مي
z zz

sin zResf (z) Lim zf (z) Lim z.
zD DD → →=

= = =2 1  

تابع: 37 مثال
zef (z)

(z )
=

−

2
41

z در = 1:   

  .بسط لوران ندارد) 2  .داراي بسط تيلور است) 1

e2داراي بسط لوران با مانده) 3

e24داراي بسط لوران با مانده) 4  . است4
  . است3

z»  4«گزينه  :   پاسخ  z                     : قطب مرتبه چهارم تابع است1=
zz 1

e eResf(z) Lim(e )
( )! !→=

′′′= = =
−

2 22
1

1 8 4
4 1 3 3  

 

zfمانده تابع: 38 مثال (z)
e

=
−

1
1

z در = D كدام است؟   

  2) 4  -1) 3  1) 2  صفر) 1

z»  3«گزينه  :   پاسخ  D=يك قطب ساده براي تابع f (z)است، لذا داريم :          z zz zz

z HOPResf(z) Lim Lim
e eD DD → →=

= = −
− −

1 1
1
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fمانده تابع: 39 مثال (z)
z(z )

=
+ 3
1

2
z در نقطه =    كدام است؟2−

1 (1
4  2 (1

8  3 (−
1
4  4 (−

1
8  

zگردد لاحظه ميم»  4«گزينه :  پاسخ  =   : قطب مرتبه سوم تابع است، لذا داريم2−

z z zz

dResf (z) Lim [(z ) ] Lim [ ] Lim
( )! zdz z(z ) z→− →− →−=−

′′= + × = = = −
− +

2 3
2 3 32 2 22

1 1 1 1 1 2 123 1 2 2 82
  

f يك قطب برداشتني تابعzDاگر: 5 تذكر (z)باشد، آنگاه مانده در zDاست همواره برابر صفر .  
f يك قطب مرتبه اول تابعzDاگر: 6 تذكر (z)باشد، آنگاه مانده در اين نقطه همواره مخالف صفر است .  

  
  

  

g(z)f يك قطب ساده تابعzDراگ (z)
h(z)

g(z باشد و= )D D≠آنگاه مقدار مانده برابر،
z z

g(z )Resf (z)
h (z )D

D

D=
=

′
  . خواهد بود

  

zfباقيمانده تابع: 40 مثال (z)
(z )(z )

=
− +

2
22 1

z در نقطه i=D كدام است؟   

1 (4
5  2 (i

D
+1 2
1  3 (i

D
−1 2
1  4 (i

D
−2 1

1  

z  اگر»3«گزينه :  پاسخ  +2 z) را تجزيه كنيم برابر1 i)(z i)− zشود، پس   مي+ i=D  ،قطب سادهكه ريشه ساده مخرج استf (z)است :  

g(z) z , h(z) (z )(z )zf (z) ,
(z )(z ) h (z) z z

⎧ = = − +⎪= ⎨
− + ′ = − +⎪⎩

2 22
2 2

2 1
2 1 3 4 1

  

g(i)گردد  ملاحظه مي =               :، لذا داريم1−
z

g(i) i i i iResf (z)
h (i) i i ii i D=

− − − −
= = = = × = =

′ − − + − +− +

2
21

1 1 2 4 2 4 1 2
2 4 2 4 2 4 4 16 13 4 1

  

 

zfمانده تابع: 41 مثال (z)
z z z

+
=

+ +

2
4 3

1
4 3

z در =    كدام است؟ 1−

1 (−
1
3  2 (1

3  3 (iπ
−

2
3  4 (iπ

− 3  

g(z) با در نظر گرفتن »  1«گزينه  :   پاسخ  z= +2 h(z) و1 z z z= + +4 34     :داريم 3

z

g( ) ( )Resf (z)
h ( ) ( ) ( )=−

− − +
= = = −

′ − − + − +

2
3 21

1 1 1 1
1 316 1 9 1 1

  

         محاسبه مانده توابع خاص

باشـد، در   گير و توأم با خطا مي  هاي تابع از درجه سوم و يا بالاتر هستند، استفاده از فرمول و محاسبه مشتق كار وقت                  در بعضي توابع كسري كه معمولاً قطب      
گونه مسائل بهترين روش نوشتن بسط توابع و استفاده از خواص همان دو بسط معروف و در بعضي موارد نيزتقسيم عبارت صورت بر مخـرج و بـه دسـت                اين

آوردن ضريب
z
  :كند هاي زير اين موضوع را روشن مي مثال. باشد  از هر يك از دو روش فوق مي1

    روش سوم محاسبه مانده
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z( ) z zf (z) ( )( ) [ ( )z ] [ ]
zz z z z z( )

− +
= × = − + + + = + − + = − +

− +

6
4 4 4

5 4 5 5 5

11 1 1 1 1 1 76 1 1 16 9 9 6 451 9

"
" " " "

D D
"

D

مانده تابع  :42مثال 
zef (z)

cos z
=

Dz در نقطه تكين تنهاي1−      كدام است؟=
1 (2-  2 (D  3 (1  4 (2  

  » 4«گزينه   :پاسخ 
z

z z z zz ... ze ! ! ! !f (z)
cosz z z z z !z !z( )

! ! ! ! ! !
" "

+ + + + + + +
= = =

−
− + + − + +

2 3 2 3

2 4 6 2 2 4

1 12 3 2 3
1 2 212 4 6 2 4 6

  

fخب حالا اگر بسط عبارت داخل پرانتز مخرج را بنويسيم،          (z)    شود، دقت كنيـد از بـسط        به صورت زير بازنويسي ميu u
u

"= + + +
−

21  اسـتفاده   11
  :كنيم مي

z z ! !f (z) ( z ) ( z )
! ! !z

" "= + + + + × + +
2 3 2

2
2 21 12 3 4  

!دقت كنيد اگر 
z2
z  : در جملات پرانتز دوم ضرب شود، داريم2 z ! !f (z) ( z )( )

! ! !z
"= + + + + +

2 3
2

2 21 2 3 4  

! درzاي كه از ضرب فقط جمله
z2
باشد،  مي2

z
كند، لذا ضريب  را توليد مي1

z
  . است2! برابر1

  .كند ارزش اين روش را مشخص ميتري نيز دارد ولي مثال بعد  حل ساده البته اين مثال راه : 7 تذكر
 

=مانده تابع :43مثال 
cot gz.cot ghzf (z)

z3در نقطه z D=كدام است؟   

1 (−
7
45   2 (3

45  3 (+
7
45  4 (−3

45  

آيد، امـا بـا    باشد و كمتر كسي از پس حل آن بر مي  هاي محاسبه مانده مي ترين تست   شايد به جرأت بتوان گفت اين تست از سخت         »1«گزينه   :پاسخ 
  :نويسيم لورن تمام توابع را مي داريد، اول بسط مككمي دقت شما قدرت پاسخگويي به آن را 

z z z z( )( )cot gzcot ghz cosz cosh z ! ! ! !.f (z) ( )
sin z sinh zz z z z z z z(z )(z )

! ! ! !

" "

" "

− + − + + +
= = = ×

− + − + + +

2 4 2 4

3 3 3 3 5 3 5

1 11 1 2 4 2 4

3 5 3 5

  

  : در مخرج كسر داريمz2با فاكتوري از
z z z z( )( )

! ! ! !
z z z z z( )( )

! ! ! !

" "

" "

− + + + + +
= ×

− + + + + +

2 4 2 4

5 2 4 2 4

1 11 2 4 2 4
1 13 5 3 5

  

  :خب حالا عمليات اصلي و تكنيك حل تست بايد اجرا شود

±azو آن را به صورت ببريم، طبيعي است عبارت صورت كسر بايد به صـورت           خواهيم از بسط استفاده كرده        در مخرج كسر مي     شـود، تـا وقتـي در   41
z5
1 

شود  ضرب مي 
z
ها در   توانيم از بقيه جملات كه ضرب آن         را توليد كند، و مي     1

z5
رت، عبا 1

z
 1از طرفي به خاطر اينكه عدد       . نظر كنيم   كند، صرف    توليد نمي  1

 در هـم ضـرب      كند، لذا وقتي دو پرانتز صورت را         توليد مي  z4شود، يك جمله     صورت كسر ضرب مي    z4در عبارت . بريم  موجود در پرانتزي كه به صورت مي      
  :نظر كنيم توانيم از جملات ديگر صرف كنيم، مي مي

z ( )

D

"
D D���	��


−

= + − + +4

1
9

1 1 11 12 36 z              و             ضرب دو پرانتز مخرج درهم12 ( ) "= + − +4 1 11 24    ضرب دو پرانتز صورت درهم4

  
fپس (z)شود  به صورت زير بازنويسي مي:  
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  نهايت تحليلي بودن يا تكين در بي

كنيد ضريب    مي ملاحظه
z
− و يا همان مانده برابر     1

7
ضمن عرض خسته نباشيد لازم به تذكر است تست به جهت حـل يـك مثـال بـسيار                   .  به دست آمد   45

در . قابـل ذكـر اسـت     . گـردد   جويان توصـيه مـي    سخت در كتاب آورده شده و حل آن در صورت اضافه وقت و همچنين افزايش توانمندي هر چه بيشتر دانش                   
  .امتحانات پايان ترم دانشگاه كشورهاي روسيه، آمريكا و هندوستان و همچنين چند كشور ديگر اين مسئله مطرح شده بود

  

zfبراي مثال مانده تابع   . مانده توابع زوج همواره برابر صفر است      : 15 نكته  (z) e cosz= 2
1

z در نقطه   D=      در نقطـه مانـده  .  برابـر صـفر اسـتz D= 
f است، اما چونz−1ضريب (z)تابعي زوج است لذا بسط لوران آن حول نقطه z D=تواند توانهاي فرد  نميzرا داشته باشد .  
m) يك صفر از مرتبـه     h(z) اگر تابع  :16نكته  z در نقطـه   m يـك صـفر از مرتبـه       g(z) و 1+( zD=    تـوانيم نتيجـه بگيـريم       مـي .  داشـته باشـند 

g(z)fتابع (z)
h(z)

z يك قطب ساده در= zD=شود  دارد و مانده در اين نقطه از رابطه زير حساب مي:  

(m)

(m )z z

g (z )
Resf (z) (m )

h (z )+=
= + 11

D

D

D
  

 مرتبـه صـفر مخـرج آن يكـي بيـشتر از             كه البته بايـد   (كند، صورت را نيز صفر كند         شود كه آن عددي كه مخرج را صفر مي          از اين فرمول زماني استفاده مي     
g(zگونه توابع را حساب كنيم، چون در فرمول قبل بايـد  توانيم مانده اين بديهي است از فرمول قبل نمي    ) صورت كسر باشد   )D D≠ لازم اسـت  البتـه  .  باشـد

توانيم بـسط لـوران صـورت و مخـرج كـسر را نوشـته و عبـارت          مي،فرمول تا كنون كمتر مطرح شده و در ضمن در صورت فراموشي       ها  گونه تست   بدانيد اين 

صورت را بر عبارت مخرج تقسيم كرده و ضريب
z zD−

  . را تعيين كنيم1

sinhمانده تابع :44مثال  zf (z)
cosh z

=
−
2

Dz در نقطه1    كدام است؟=
1 (2  2 (2-  3 (4  4 (4-  

z  اول بايد تعيين كنيم»4«گزينه  :پاسخ  D=براي توابع g(z) sinh z= h(z) و2 cosh z=   :، صفر مرتبه چندم است1−
g(z) sinh z g (z) cosh z g ( ) cosh( )D D D′ ′= ⇒ = ⇒ = = ≠2 2 2 2  
h(z) cosh z h (z) sinh z h (z) cosh z h ( ) cosh( )D D D′ ′′ ′′= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − = − ≠1 1  

zپس D= براي صورت كسر و صفر مرتبه دوم براي مخرج كسر است و با توجه به فرمول صفر مرتبه اولm   : است1=

z

g ( )Resf (z) [ ]
h ( )D

D
D=

′ ×
= = = −

′′ −
2 22 41    

  

zتـوانيم   نهايت بررسي كنيم، مـي       را در بي   fاگر بخواهيم رفتار تابع   
w

=
fو تـابع   قـرار دهـيم      1 (z) f ( )

w
=

f را حـساب كنـيم و رفتـار تـابع          1 ( )
w
 را  1

wدر D=  اگر در .  بررسي كنيمw D= تابع f ( )
w
fگوييم   تكين داشته باشد، مي    1 (z)  مـثلاً تـابع   . نهايـت تكـين دارد       در بيf (z)

z
= 2

 تحليلـي   ∞ در 1

fاست، چون  ( ) w
w

= wو به ازاي  21 D=     تابع  و همچنين   اين تابع برابر صفر است f (z) z= f  چـون ، قطـب مرتبـه سـوم دارد    ∞ در 3 ( )
w w

=3 3
1 1 

wدر D=قطب مرتبه سوم دارد .  
  نهايت مانده در بي       

fبه همين ترتيب براي محاسبه مانده     (z)در z = wدهيم  قرار مي∞
z

=
عبارت و مانده 1

f ( )
w

w
− 2

1
zدررا   D= در واقـع  ايـن مقـدار  . كنـيم   حساب مـي 

fهمان مانند (z)است∞ در .  
fاگر مانده تابع  :17نكته  (z) منفـي مانـده تـابع   «هم جمع كنيم برابر  در نقاط تكين آن را باf هـاي   در واقـع مجمـوع مانـده   . شـود  مـي » نهايـت   در بـي

fتابع  (z)         در نقاط تكين آن و مانده اين تابع در z =     .  برابر صفر است   ∞

z z
Resf (z) [Resf (z)]
D= =∞

= −∑  
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  ها  ها با كمك گرفتن از روش مانده  دست آوردن مقدار بعضي از سريبه        

fاگر. كنيم  ها به نوع ديگري از مسائل كه با كمك مانده قابل حل است، اشاره مي                در پايان صحبت مانده    (z)  2اي و حـداقل از درجـه     يك تابع چنـد جملـه 
  :تهاي زير برقرار اس باشد، آنگاه تساوي

cot)هاي تابع مجموع مانده[ g z)f (z)π در قطبهاي f(z) [
n

f (n)
+∞

=−∞
= −π∑ 

cot)هاي تابع مجموع مانده [ g z)f (z)π در قطبهاي f(z) [ n

n
( ) f (n)

+∞

=−∞
− = π∑ 1  

حاصل سري :45مثال 
n n

∞

=
∑ 21

  م است؟ها كدا  به روش مانده1

1(π2

8  2(π2

4  3(π2

6  4(π2

12  

fبا توجه به اينكه»  3«گزينه  :پاسخ  (z)
z

= 2
cot) تابع ، لذا بايد مانده1 g z)

z
π2

z را در نقطه1 = Dحساب كنيم :  

cotبهترين راه نوشتن بسط لورن تابع  g zπاست :      z ( z)(cot g z) [ ]
zz z

π π
π = − − −

π

3
2 2
1 1 1

3 45 "  

به راحتي معلوم است ضريب 
z
π برابر1

−   :  است، يعني داريم3
n

( )
n

+∞

=−∞

π π
= −π − =∑

2
2

1
3 3  

nاما دقت كنيد چون بازه سيگما از n تا1= =   :باشد، لذا عبارت فوق بايد نصف شود، يعني داريم   مي∞+
n

( )
n

+∞

=

π π
= =∑

2 2
2

1

1 1
2 3 6  
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  هاي طبقه بندي شده  تست          

zfهاي تابع ـ قطب1  (z)
sinh z cosh z

  )78برق ـ سراسري (            : عبارتند از=

1 (kk, jπ
,kk) 2   عدد صحيح و غير صفر2 jπ

   عدد صحيح2
3 (k,k jπ4   غير صفر عدد صحيح و (k,k jπعدد صحيح   

n(zـ ناحيه همگرايي سري2  )

n
e

∞
− +

=
∑ 1

1
  )78برق ـ سراسري (            :  عبارتست از

1 (x D>  2 (x > +1  3 (x > −2  4 (x > −1  

cosـ هرگاه 3  zf (z)
z
−

= 4
z ، در اينصورت 1 =D D قطب f78مهندسي مواد ـ سراسري (               با كدام مرتبه است؟(  

  فاقد قطب) 4  4) 3  2) 2  1) 1

fـ اگر 4  (z)
z

=
−
1

4 aرا حول نقطه  ، آنگاه سري تيلور آن3 ( i)=     . تعيين كنيدzرا در صفحه   بنويسيد و ناحيه همگرائي آن1+
  )79برق ـ سراسري (         

1 (n n

n
f (z) ( ) [z ( i)]

D

∞

=
= − − +∑ 3 |، ناحيه همگرائي1 z ( i) |

D
− + <

31 1   

2 (n n

n
f (z) ( ) [z ( i)]

D

∞

=
= − − +∑ 1 |، ناحيه همگرائي1 z ( i) | D

− + <
11 3 

3 (
n

n
n

n

( )f (z) [z ( i)]
( i)D

∞

+
=

−
= − +

−
∑ 1

1 1
1 3

|، ناحيه همگرائي z ( i) |
D

− + <
31
1

  

4 (
nn

n
n

n
f (z) [z ( i)]

( i)D

∞

+
=

= − +
−

∑ 1
3 1

1 3
|، ناحيه همگرائي z ( i) | D

− + <
11 3  

zteـ مانده تابع5  tan zدر قطب z π
=

3
  )79كامپيوترـ سراسري (      :  عبارت است از2

1(
t

e
π

3
2  2(

t

e
− π

3
2  3(

t( j )
e

− π
3
2  4(

t( j )
e

+ π
3
2  

zـ دنباله همگراي  6  , z , ...1 nz را كه در آن 2 ( ) j( )
n n

= − + +
3 41  حد دنباله باشد، تعداد جملات دنباله كه خارج از cراگ. گيريم  است؛ در نظر مي2

|nناحيه  z c | /− < 1D Dباشند كدام است؟  مي(j )=   )80برق ـ سراسري (             1−
1 (D4 1  2 (D5 1  3 (D D4  4 (D D5  

)Lnـ تعداد نقاط غير تحليلي تابع7  z)f (z)
(z )sin z

+
=

+2
3
2

|درون مرز) شاخه اصلي لگاريتم مورد نظر است ( z |=   )80برق ـ سراسري (  كدام است؟ 2

  بيشمار) 4  3) 3  2) 2  1) 1

zfـ براي تابع8  (z) z e
−

= 2
1

1Dنقطه ،z =D D   80كامپيوترـ سراسري (          چگونه نقطه ايست؟(  
  تكين برداشتي) D1  4قطب مرتبه) 3  تكين اساسي) 2  نقطه عادي) 1

z براي تابعLaurentـ بسط سري9  sin zf (z)
z
−

= z حول نقطة3 = D80مكانيك ـ سراسري (        كدام است؟(  

1(z z
! ! !

"− + −
2 41

3 5 7 2(z z z "− + − +
2 31

6 18 54 162  

3(z z z "− + − +2 31 1 1 1
2 3 4 5  4(z z zD "− + − +2 31 4 13 4

3 9 27 81  
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zfـ تابع10  (z)
(z ) exp( )

z

=
−

−

6

2 2 19 3
  ؟صفر، كدام عبارت صحيح است قطب و نقطه ويژه اساسي و مرتبه خصوص مرتبه،در .  داده شده است

  )80مكانيك ـ سراسري (  
1(z = z نقطه ويژه اساسي، و3 =    قطب مرتبه دوم تابع3−
2(z D= و7 صفر مرتبه ،z =    قطب ساده تابع3
3(z = z نقطه ويژه اساسي، و3− =    قطب مرتبه ساده3
4(z D= و7 صفر مرتبه ،z =   . قطب مرتبه دوم تابع و اين تابع نقطه ويژه اساسي ندارد3

zـ مانده 11  zf (z)
(z ) (z )

−
=

+ +

2
2 2

2
1 4

z در قطب i=    )80ا ـ سراسري ضمهندسي هوا و ف(        : خواهد شد2−

1 (i
i

+
+

1
4 3  2 (i

i
−
+

1
4 3  3 (i

i
−
−

1
4 3  4 (i

i
+
−

1
4 3 

ـ قرص همگرايي سري مختلط12 
n

n(z i)
n

−∑ 3
  )80اي ـ سراسري  مهندسي هسته(           كدام است؟ 3

1 ({z :| z i | }− <1  2 ({z :| z i | }− <
1
3  3 ({z :| z i | }− <   تمام صفحه مختلط) 4  3

nـ ناحيه همگرايي سري 13 

n
( ) ( )
z z

∞

=
−

− −∑1 2
1 1D

  )81برق ـ سراسري (            كدام است؟       

1 (| z |− <1 2  2 (| z |− >1 2   3 (| z |< <1 3  4 (z − >1 z يا2 − < −1 2  

zـ سري14  z z ...+ + +
2 3

1 2 | با شرط 3 z |<   )81مكانيك ـ سراسري (     كدام تابع است؟ نمايش 1

1(
( z)− 2

1
1

  2(z
z−1  3(Ln( z)− −1  4(Ln( z)−1  

fـ مطلوب است سري تيلور15  (z)
z

=
−
1

z در همسايگي نقطه1 i= 2D.        ) 81ـ آزاد » كليه گرايشها«مكانيك(  

1 (k
k

k
(z i)

z ( i)D

∞

+
=

= −
− −

∑ 1
1 1 21 1 2

  2 (k
k

k
(z i)

z ( i)D

∞
+

=
= −

− −
∑ 11 1 21 1 2

  

3 (k
k

k
(z i)

z ( i)D

∞

−
=

= −
− −

∑ 1
1 1 21 1 2

  4 (k
k

k
(z i)

z ( i)D

∞
−

=
= −

− −
∑ 11 1 21 1 2

  

ـ ماندة تابع 16 
zef (x)
z

=
−

1

z در نقطة منفرد 1 = D81مهندسي مواد ـ سراسري (               ام است؟           كد(  

1 (1  2 (e  3 (e−1  4 (e −1  

zfـ كدام گزينه، بسط سري لوران تابع  17  (z)
z z

−
=

− +2
2 3

3 2
z در همسايگي نقطة منفرد  =   )81مهندسي مواد ـ سراسري (             است؟2

1 (n

n
(z )

z

∞
+

=
+ −

− ∑ 1

1

1 22  2 (n n

n
( ) (z )

z D

∞

=
+ − −

− ∑1 1 22 

3 (n n

n
( ) (z )

z D

∞
+

=
+ − −

− ∑ 11 1 21  4 (n

n

... (z )
z(z )

∞
+

=
+ + + −

−−
∑ 1

2
1

1 1 222
  

nـ قلمرو همگرايي سري تواني 18 
n

sin in
(z i)

∞

= +
∑

1
  )81مواد ـ سراسري مهندسي (              :          عبارتست از 

1 (| z i |+ >1  2 (| z i |+ <1  3 (| z i | e+ zجا ، غير از نقطه  همه) 4 < i= −  
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ن تابع الور كي مـ جمله عمومي سر19 
cos z , z
zf (z)

, z

−⎧ ≠⎪⎪= ⎨
⎪ =⎪⎩

2
1

1
2

D

D
z ، كه در آن x iy=   )81مهندسي مواد ـ سراسري (        كدام است؟+

1 (
k

k z( )
( k)!

−
−−

2 211 2  2 (
k

k z( )
( k)!

+−
211 2  3 (

k
k z( )

( k)!

−
−

2 2
1 2  4 (

k
k z( )

( k)!
−

2
1 2  

ـ قلمرو همگرايي سري 20 
in n

n inn n

e (z )
(z )

e

∞ ∞

+= =

+
+

+
∑ ∑ 1

1 2

1
1 D

  )81سي مواد ـ سراسري مهند(             : عبارتست از 

1 (| z |D < + <1 1  2 (|z |< + <1 1 2  3 (C)  همه جا واگرا(تهي ) 4  )همگراهمه جا(  

fـ اگر 21  (z)
z

=
− 4

1
1

zدر  f(z) ماندة  =   )81اي ـ سراسري  مهندسي هسته(          كدام است؟1

1 (1
3  2 (1

4  3 (−
1
3  4 (−

1
4  

zـ22  = Dبراي تابع 
zef (z)
z
−

= 2
  )82مكانيك ـ سراسري (        چه نوع نقطة تكين است؟1

  قطب مرتبه دوم)  4  قابل رفع) 3  به اولقطب مرت) 2  اساسي)1

|ـ اگر بدانيم كه براي23  z |< z: داريم1 z ....
z
= + + +

−
21  سري لوران11

z2
| براي1 z |+ <1   )82مكانيك ـ سراسري (             كدام است؟1

1(...(z ) (z ) (z )+ − + − + − +2 31 1 1 1  2 (...(z ) (z ) (z )+ − + − + − +2 31 2 1 3 1 4 1  
3 (...(z ) (z ) (z )+ + + + + + +2 31 1 1 1  4 (...(z ) (z ) (z )+ + + + + + +2 31 2 1 3 1 4 1  

fـ دو جملة اول در بسط لوران تابع24  (z)
z

=
−2

1
1

| در ناحية z |+ >1   )82كامپيوتر ـ سراسري (      :  عبارت است از2

1(
(z )

− −
+

1 1
2 1 4  2(

(z ) (z )
+

+ +2 3
1 2
1 1

  3 (
(z ) (z )

−
+ +2 3
1 2
1 1

  4 (
(z ) (z )

+
+ +2 2
1 2
1 1

  

zz ـ مانده تابع 25  e +
1

2   )82برق ـ سراسري (               در نقطة تكين آن كدام است؟          1
1(1

6  2 (1
3  3 (2

3  4(7
6  

ـ ناحيه همگرايي سري26 
ni
z

n
e

∞

=
∑ 2

1
  )82برق ـ سراسري (                 كدام است؟         

1 (x D<  2 (y D<  3( xy D<  4 (xy D>  

ـ سري لوران27 
z −

1
| در ناحيه4 z |>   )82مهندسي مواد ـ سراسري (                كدام است؟          4

1 (n n

n
z

∞
− +

=
∑ 1

1
4  2 (n

n
( )
z

∞
+

=
∑ 1

1

4  3 (
n

n
n zD

∞ +

=
∑

14  4 (n n

n
z

∞
− −

=
∑ 1

1
4  

zfـ سري لوران تابع28  (z) e=
1

|، در ناحيه z |> D         82مهندسي مواد ـ سراسري (                كدام است؟(  

1 (n
n n!z

∞

=
∑

1

1  2 (n
n n!zD

∞

=
∑ 1  3 (n

n n!z

∞

=−∞
∑ 1  4 (n n

n n| n |!z n!z

−∞ ∞

=− =
+∑ ∑

1 1

1 1  

ـ ناحيه همگرايي سري 29 
ni( )

z

n
e

∞
+

=
∑ 1

1
  )83برق ـ سراسري (               كدام است؟        

1 (x > −1  2 (y D<  3 (y D>  4 (x y+ >1  
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zfـ در تابع مختلط 30  (z) z e=

1
zتابع در نقطه ) تكيني(، نوع ويژگي 2 = D83برق ـ سراسري (   چند است؟) تكين( و مانده تابع در اين نقطه ويژه  چيست(  

1 وقطب ساده) 2  قطب ساده و صفر) 1
6  

−و ) نهايت قطب مرتبه بي(نقطه تكين اساسي ) 3
1
1و) نهايت قطب مرتبه بي(نقطه تكين اساسي ) 4  6

6  

nـ ناحية همگرايي سري 31 

n

z( )
z

∞

= +∑
1

2
2   )83كامپيوتر ـ سراسري (      كدام است؟z در صفحة مختلط1

1 (Re(z) > − 1
2  2 (Re(z) < − 1

4  3 (Re(z) > − 1
4  4 (Re(z) < − 1

2  

nـ مانده تابع32 
cos zf (z)
z +

= 2   )83 مكانيك ـ سراسري(        در نقطه صفر كدام است؟ 1

1(
( n)!

1
2  2(

( n )!+
1

2 1  3(
n( )

( n )!
−
+
1

2 1  4(
n( )

( n)!
−1
2  

sinhـ براي تابع33  z
z483مهندسي مواد ـ سال (    اند؟   مرتبه قطب و مانده تابع در مبدأ مختصات كدام(  

1انده، م2مرتبه ) 1
1، مانده3مرتبه ) 2  3

1، مانده 3مرتبه ) 3  2
1، مانده2مرتبه ) 4  6

6  

zfـ ماندة تابع34  (z) z sin( )
z

=
− z در نقطه1 =   )84برق ـ سراسري (          ؟ چقدر است1

1 (cos1  2 (sincos +
11 2  3 (cos sin−2 1 1

2  4 (sin
−

1
2  

ـ سري لوران35  
(z )(z )+ +

2
1 |  در ناحيه3 z |< <1   )84مپيوتر ـ سراسري كا(         : عبارتست از3

1(
n n n

n n
n n

( ) ( ) z
zD D

∞ ∞

= =

− −
−∑ ∑1 1

3
   2(

n n n

n n
n n

( ) ( ) z
zD D

∞ ∞

+ +
= =

− −
−∑ ∑1 1

1 1
3

  3(
n n n

n n
n n

( ) ( )
z zD D

∞ ∞

+ +
= =

− −
−∑ ∑1 1

1 1 3  4(
n n n

n n
n n

( ) ( )
z zD D

∞ ∞

= =

− −
−∑ ∑1 1 3  

ـ نقاط تكين و نوع آنرا براي تابع36 
sin( )

z

1
  )84راسري مهندسي مواد ـ س(               تعيين كنيد؟           1

n)قطب ساده در) 1 , ,...)z
n

= ± ± =
π
11 z نقطه تكين برداشتي2 D=  

zقطب ساده در) 2
n

=
π
n) نقطه تكين برداشتي1 , ,...)z D= ± ± =1 2  

zنقطه تكين اساسي در) 3 D=هاي ساده در  و قطب(n , ,...)z
n

= ± ± =
π

11 2 2  

n)هاي ساده در قطب) 4 , ,...)z
n

= ± ± =
π
11 z و نقطة تكين غير تنها در2 D=  

ام تابعnـ مشتق37 
zez ef (z)

(z )
−

=
− 21

z را در نقطة =   )84مهندسي مواد ـ سراسري (               به دست آوريد؟          1

1 ((n)f ( ) D=1  2 ((n) ef ( )
n(n )

=
+

1 1  3 ((n) ef ( )
(n )(n )

=−
+ +

1 1 2  4 ((n)f ( )
n(n )

=
+

11 1  

ضريبـ 38 
z −

1
f در بسط لوران تابع1 (z)

z(z )
=

−
1

| در ناحيه5 z |< − <1 1   )84 ـ سراسري ابزاردقيق و اتوماسيون(               : برابر است با4

1 (−
1
5  2 (1

8  3 (1
2  4 (1

5  
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fـ بسط لوران تابع39  (z)
z

=
z حول نقطه1 =   )84مهندسي هوا و فضا ـ سراسري (        كدام است؟  1

1 (
n

n
n

( )
(z )

∞ −

=

−

−
∑

1

1

1
1

  2 (n n

n
( ) (z )

∞
−

=
− −∑ 1

1
1 1  3 (

n
n

n

( ) (z )
n

∞ −

=

−
−∑

1

1

1 1  4 (
n

n
n

( )
z (z )

∞

=

−
− −
∑

1

1 1
1 1

 

fـ شعاع همگرايي بسط تابع40  (z)
(z i)(z )(z i)

=
− + +

1
1 z حول نقطه2 = 1D    84رياضي ـ سراسري (         كدام است؟(  

1 (1
2  2 (1  3 (2  4 (2  

)zـ در بسط لوران مقدار اصلي41  z)+
1

  )84رياضي ـ سراسري (         :     برابر است باz2، ضريبD حول1

1 (D  2 (1  3 (e11
24  4 (e13

24  

zfي تابع ـ مانده42  (z) e sinh
z

=
z حول1 = D84رياضي ـ سراسري (         ت؟    كدام اس(  

1 (sinh− 1  2 (sinh1  3 (
n ( n)!( n )!D

∞

= +∑ 1
2 2 1   4 (

n ( n)!D

∞

=
∑ 1

2  

tgـ تابع43 
zf (z) e=
1

z در نقطه =D D84رياضي ـ سراسري (         داراي چه نوع تكين است؟(  
  غيرتنها) 4  تنهاي اساسي ) 3  تنهاي برداشتي) 2  قطب) 1

sinhـ تابع44  zf (z)
sin z

zگيريم، ماندة اين تابع در نقطة  را در نظر مي= = D 84اي ـ سراسري  مهندسي هسته(           كدام است؟(  
1 (1-  2 (i 3 (1  4 (صفر  
fي اول غير صفر بسط ماكلورن تابع ـ دو جمله45  (z) sin(sin z)=85برق ـ سراسري (           :  در صفحة مختلط عبارت است از(  

1 (zz −
3

3  2 (zz
!

+
3

3   3 (zz +
3

3  4 (zz
!

+
3

2  

  : به صورت زير تعريف شده باشدfـ فرض كنيد تابع46 

Dz)متغير مختلط( cos     و    ≠ zf (z)
z

−
= 3

1  

  )85مكانيك ـ سراسري  (      هاي زير درست است؟ كداميك از گزاره

1 (z = Dقطب ساده تابع fاست و مانده f1 در نقطه صفر برابر با
  . است2

2 (z = Dقطب ساده تابع fاست و مانده f ت اس1 در نقطه صفر برابر با.  

3 (z = Dقطب مرتبه دو تابع fاست و مانده f1 در نقطه صفر برابر با
  . است2

4 (z = Dقطب مرتبه سه تابع fده است و مانf است1 در نقطه صفر برابر با .  

zfـ در تابع47  (z)
z(e )

=
−

1
1

Dz، مانده تابع در   )85كامپيوتر ـ سراسري (      :  عبارت است از=

1 (−
1
2  2 (1-  3 (+

1
2  4 (1+  

fـ تابع 48  (z) sec( )
z

=
−
1

هاي تابع كـدام عبـارت درسـت           و قطب  (singularity)در مورد نقاط تكين   . گيريم   را در نظر مي    z از متغير مختلط   1
   )85كامپيوتر ـ سراسري (      است؟

z)2  .نهايت قطب مكرر دارد بي) 1   . تنها نقطه تكين تابع است1=
  .نهايت قطب ساده و يك نقطه تكين اساسي دارد بي) 4  .فقط يك نقطه تكين اساسي دارد) 3
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ـ مانده تابع49 
zef (z)

cos z
=

Dz در نقطه تكين تنهاي1−   )85ـ سراسري مهندسي مواد  (              كدام است؟         =
1 (2-  2 (D  3 (1  4 (2  

Dzـ اگر 50  fي تكين تابع     نقطه = (z) باشد و D
a a ......f (z) a a z a z

zz
− −′ = + + + + +2 1 2

1 ، آنگاه با چه شرطي اين نقطه تكـين تنهـا خواهـد    22

  )85 مهندسي مواد ـ سراسري(             بود؟
1 (ka ≠ Dبه ازاي همه k < D2   صحيح(ma ≠ Dبه ازاي لااقل يك mصحيح منفي   
3 (ka = Dبه ازاي برخي kهاي صحيح مثبت وa− ≠1 Dو a− ≠2 D  4 (فقطa− =1 Dو ma ≠ Dبه ازاي لااقل يك m صحيح منفي   

sinhـ فرض كنيم51  zf (z)
cosh z

=
Dz ماندة اين تابع در نقطه1−   )84 و مواد سراسري 85اي ـ سراسري  مهندسي هسته(          كدام است؟      =

  2) 4  صفر) 3  -2) 2  3) 1

 تحليلي باشد و Dz درfـ اگر52 
D

f (z)g(z)
z z

=
−

D و  Df (z )   )85رياضي ـ سراسري (        :     آنگاه≠

1 (g در zD2  .  تحليلي است (zD يك نقطه تكين اساسي gاست  .  
3 (zD يك نقطه تكين برداشتني g4  .  است (zD يك قطب ساده gاست .  

fهاي زير بسط لورانت تابع  ـ كدام يك از سري53  (z)
z(z )(z )

=
− −

1
1 D{z حول نقطه صفر در مجموعه2 C : | z | }∈ < <    است؟1

  )85رياضي ـ سراسري (       

1 (n
n

n
( )z

∞

+
=

−∑ 2
11

2D
  2 (n

n
n

( )z
∞

+
=

+ −∑ 2
1 112 2D

  3 (n
n

n
( )z

z

∞

+
=

+ −∑ 2
1 112 2D

  4 (n
n

n
( )z

z

∞

+
=

+ −∑2 2
1 11

2 2D
  

در سريـ 54 
nz

n

a
n

∞

= +∑ 1D
 ،a< < 1D86ـ سراسري مهندسي برق (              :در اين صورت ناحيه همگرايي سري عبارت است از.  ثابت است(  

1( Re(z) < D  2( Im(z) < D  3( Re(z) > D  4( Im(z) > D  

fتابعـ  55  (z) cosec( )
z

=
+
1

هاي تابع كـدام عبـارت درسـت           و قطب  (singular)در مورد نقاط تكين   . گيريم   را در نظر مي    z از متغير مختلط   1
  )86مهندسي برق ـ سراسري (  است؟

  .نهايت قطب مكرر دارد  بي)2  .نهايت قطب ساده و يك نقطة تكين اساسي دارد  بي)1
z)4  . فقط يك نقطه تكين اساسي دارد و قطب ندارد)3   .ع است تنها نقطه تكين تاب1=

nn به صورتfاگر سري لوران تابعـ 56 
nn

n n

b
f (z) a z , | z |

z z

∞ ∞

= =
= = + >

+
∑ ∑2 1

1 1
1 D

      كدامند؟b2 وa2آنگاه مقدار باشد، 

  )86مهندسي مكانيك ـ سراسري (
1( b =2 Dو a = −2 1  2( b =2 Dو a =2 D  3( b =2 a و1 =2 1  4( b =2 a و1 =2 D  

nناحية همگرايي سريـ 57 

n

z i( )
z i

∞

=

+
−∑ 3D

i) كدام است در صفحة مختلط )=   )86مهندسي كامپيوتر ـ سراسري (    ؟1−

1( x (y i)+ − <2 2 4  2( x (y i)+ − >2 2 4  3( Im(z) >1  4( Im(z) <1  

zfحد تابعـ 58  (z) z e=   )86مجموعه رياضي ـ سراسري (                                   كدام است؟،يل كندنهايت م  به بيz  وقتي−
1( −∞  2( D  3(4  . وجود ندارد( ∞  

بخش اصلي تابعـ 59 
ze cos zf (z)

z
= z حول3 = Dو باقيمانده fدر z = D86مهندسي هوا و فضا ـ سراسري (    كدامند؟(  

1( 
z z

+3 2
1  )D  2 و1

zz z
+ +3 2

1 1  )3  1 و 1
zz z

+ −3 2
1 1 1

− و2
1
2  4( 

zz z
− − +3 2

1 1 1
1 و2

2  
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F(s)فرض كنيم ـ  60  L{f a عدد مثبت ثابتي باشد و     DRو) تبديل لاپلاس  (={ a ...F(s) ,| s | R
s s
− −= + + =1 2

2 D        با گرفتن تبديل عكـس لاپـلاس ،

fرفين اين تساوي، سري تابعجمله به جمله از ط (z)در كدام ناحيه از صفحه z86مهندسي مواد ـ سراسري (                تحليلي است؟(  
| در ناحيه)z  3 در تمام صفحه)2   در ناحيه)1 z | R> D  4(ه در ناحي| z | R≤ D  

اگرـ 61 
sin z , z

f (z) z
, z

⎧
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩ 1
D

D
)،  آنگاه مقدار n)f ( )2 D86مهندسي مواد ـ سراسري (               كدام است؟(  

1( 
n +
1

2 1  2( 
n( )

n
−
+

1
2 1  3( 

n( )
n

−−
−

11
2 1  4( 

n( )
( n )( n)

−−
+

11
2 1 2  

zfسري لوران تابعـ 62  (z)
z k

=
−

| در ناحيه z | | k |>) kثابت  (هاي به توانzكدام است؟                ) 86مهندسي مواد ـ سراسري(  

1( nk k k... ...( )
z zz

+ + + + +
2
21  2( nz k k k... ...( ) ( )

k z z z
+ + + + + +21  

3( nk k k... ...z ( )
z zz

+ + + + + +
2
21  4( nz z z... ...( )

z k kk
+ + + + + +

2
2

1 1  

i(z ضريب جملهـ63  )− 3
f در بسط تيلور تابع2 (z) sinh( z i)=   )86مهندسي نفت ـ سراسري (                   :               عبارت است از2−

1( −
3
4  2( −

4
3  3( 3

4  4( 4
3  

z)ضريب جملهـ 64  i)+ π cosh در بسط لورانت تابع2 zf (z)
(z i)

=
+ π   )86وماسيون ـ سراسري  ابزار دقيق و اتمهندسي(   : عبارت است از2

1( 
!

−
1
4  2( i

!
π
4  3( 

!
1
4  4( i

!
π

− 4  

 به صورتfاگر يك سري لوران تابعـ 65 
D D

n n
n n

n n

b
f (z) tan z a z , | z |

z

∞ ∞

= =
= = + < <∑ ∑ 2    چقدر است؟b2 باشد، آنگاه مقدار3

  )86 ـ سراسري  و مهندسي نانو موادمهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي( 
1( −π  2( D  3( 1  4( π  

ماندة تابعـ 66 
zzef (z)

(z a)
=

− 3،a ≠ Dنسبت به نقطة تكين كدام است؟ ،  

  )86ـ سراسري  و مهندسي نانو مواد مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي ـ مهندسي داروسازي(

1( 
aae

2  2( a( a)e+1  3( aa( )e+1 2  4( aa( )e+
1
2 6  

اگر شعاع همگرايي سريـ 67 
D

n
n

n
c z

∞

=
R،D برابر با∑ R< <  باشد شعاع همگرايي سري∞

D

nk
n

n
c z

∞

=
k) كدام است؟∑ N)∈    

  )86مجموعه رياضي ـ سراسري                    (  

1( Rk  2( kR
1

  3( R  4( kR  

fاگر  ـ 68  (z)  يك قطب مرتبه mدر Dz    داشته باشد و P(z)  ي درجه  ا  چند جملهn ≥   )86مجموعه رياضي ـ سراسري (   باشد كدام گزاره صحيح است؟       1
1( P[f (z)]در zDقطب مرتبه m2  . دارد( P[f (z)]در zD مرتبه قطبmnدارد .  
3( P[f (z)]در zDقطب ندارد اگر n m>4  . باشد( P[f (z)]در zDقطب مرتبه mدارد اگر m n>باشد .  

مانده تابعـ 69 
zef (z)

(z ) (z )
=

+ −31 2
Dz در نقطه تكين =   )86مجموعه رياضي ـ سراسري (                                        كدام است؟1−

1( −17
54  2( 

e
−17
54  3( 17

54  4( 
e

17
54  
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zfبسط لوران تابعـ 70  (z)
z( z)( z)

−
=

− −
4 3

1 | به ازاي2 z |< <   )86مجموعه رياضي ـ سراسري (                           كدام است؟2∞+

1( 
n

n
n

f (z)
z

∞

+
=

+
= −∑ 1

1

2 1  2( 
n

n
n

f (z)
z

∞

=

−
= −∑

1

2 1  3( 
n

n
n

f (z)
z

∞

=

+
= −∑

1

2 1  4(
n

n
n

f (z)
z

∞ +

+
=

−
= −∑

1
1

2 1
D

  

Dفرض كنيدـ 71 
n

nP(z) a a z ... a z= + + nاي از درجه  يك چند جمله1+ ≥      درست است؟Pكدام گزينه در مورد .  باشد2
 )86مجموعه رياضي ـ سراسري                        (  

1( Pنهايت داراي قطب مرتبه در بيn2  . است( Pنهايت داراي نقطة تكين اساسي است  در بي.  
  .تواند يك نگاشت يك به يك باشد  ميP )4  . نباشدCتواند برابر با  ميP برد)3

n{z يك مجموعه باز و همبند باشد و       Ωفرض كنيد ـ  72  Dz باشد كه به   Ωاي از اعضاي متمايز      دنباله { ∈Ω اگر  .  همگراستf    و  g    دو تابع تحليلي 

n برابر با صفر نيستند وΩ باشند كه در هيچ نقطه ازΩبر n
f g(z ) (z )
f g
′ ′

 )86مجموعه رياضي ـ سراسري  (  ، كدام گزينه صحيح است؟=

1( fو g2  .با هم برابرند( f g−3  . ثابت است( fg4  . ثابت است( fمضربي از g  

ناحيه همگرايي سريـ 73 
D

n

n

z i( )
z

∞

=

−
−∑ i) در صفحة مختلط كدام است1 )=   )87 برق ـ سراسري مهندسي(  ؟ 1−

1( y x>  2( y x>  3( | z |<1  4( | z |>1  
f نقاط تكينـ74  (z) cot g( z)= π87سري  ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سرامهندسي(  : عبارتند از(  

1 (D  2 (, , ,± ±
π π
1 2D "  3 (, , ,...± ±1 2D  4 (, , ,± ±

11 2D "  

z)ـ مانده تابع75  ) cos
z

−
−

5 11 z در1 =   )87 ـ سراسري مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي داروسازي(  : برابر است با1

1 (−1   2 (
!

−
1
6  3 (D  4 (

!
1
2  

zzeمانده تابعـ 76 
−

−
1

  )87مهندسي مواد ـ سراسري (  : برابر است با1

1( 1-   2(−
1
2   3(1

4  4( 1  

sinzfمبدأ مختصات چه نوع ويژگي براي تابعـ 77  (z)
z

=   )87مهندسي مواد ـ سراسري (  ي تابع در اين نقطه چيست؟  دارد و مانده2

)Res قطب ساده و)1 )D =
1
)Res قطب مرتبه دوم و)2  2 ) =1D  

)Res قطب ساده و)3 ) =1D  4(نقطه تكين برداشتني و Res( ) =1D 

fاگرـ 78  (z)
(z )(z )

=
+ +

1
1 |در ناحيه f، آنگاه سري لوران تابع 2 z |< <1   )87مهندسي مواد ـ سراسري (   كدام است؟2

1(
n

n n
n

n n

( )( ) z
zD D

∞ ∞

+
= =

−
− −∑ ∑ 1

21  2(
n n

n
n n

n n

( ) ( )z
z

+∞ ∞

+ +
= =

− −
+∑ ∑

1
1 1

1 1
2D D

  

3(
n

n n
n

n n

( )( ) z
zD

∞ ∞

= =

−
− −∑ ∑

1

21  4(
n n

n
n n

n n

( ) ( )z
zD

−∞ ∞

+
= =

− −
+∑ ∑

1
1

1

1 1
2

 

fتابعـ 79  (z) sin cos
z z

= −
1   )87مجموعه رياضي ـ سراسري (  :1

z در)1 D=در)2  . تكيني اساسي دارد z D=قطب دارد .  
z در)3 D=محذوف( در همسايگي سفته )4  . تكيني برداشتني دارد(z D=كراندار است . 

znسريـ 80 

∞

+∑ 11

  )87مجموعه رياضي ـ سراسري (  : يك عدد مختلط استz، كه در آن1

  . واگرا استz هر عدد موهومي محض ه ازاي ب)2  . همگرا استzرعدد موهومي محض  ه به ازاي)1
 . واگرا استz هر عدد حقيقي  به ازاي)4  . همگرا استz هر عدد حقيقي  به ازاي)3



، بسط تيلور و لوران و محاسبه ماندهها سري 28 مدرسان شريف  

nشعاع همگرايي سريـ 81  n!

n

zn ( )
∞

−

=
∑ 2

2   )87مجموعه رياضي ـ سراسري (  : برابر است با3

1( 3  2(1
3  3(D  4(∞  

بسط لورانـ 82 
zef (z)

(z )
=

−

2
31

z در =   )87مجموعه رياضي ـ سراسري (   كدام يك از عبارات زير است؟1

1(e e e e e ...(z )
z(z ) (z )

+ + + + − +
−− −

2 2 2 2 2
3 2

2 2 4 2 11 3 31 1
  2(e ...e { (z ) }

z(z ) (z )
+ + + + − +

−− −

22
3 2

1 1 1 2 4 11 3 31 1
  

3(e e e e ...e (z )
z(z ) (z )

+ + + + − +
−− −

2 2 2 2 2
3 2

2 3 3 4 11 41 1
  4(...e { (z ) }

z(z ) (z )
+ + + − +

−− −
2

3 2
1 2 3 4 11 31 1

  

zwفرض كنيدـ 83  , f (z) e≠ =
1

Dيك عدد مختلط و vي در اين صورت معادله.  همسايگي صفر باشدf (z) w=به ازاي هر w:  
 )87مجموعه رياضي ـ سراسري (

  .جواب داردvتعداد نامتناهي درv و هر)2  . داردvفقط يك جواب درv و هر)1
 . فقط يك جواب داردvشود كه در يافت مي v يك)4  . نداردvهيچ جوابي در v و هر)3

zfـ در بسط84  (z)
(z )(z )

=
− +1 Dدر ناحيه2 | z |< − <1 z)، ضريب جمله3 )−   )88برق ـ سراسري مهندسي (  كدام است؟21

1(−1
27  2(2

27  3(2
81  4(1

9  

شعاع همگرايي سري تيلور تابعـ 85 
zef (z)

(z )(z )(z )(z )
=

− + − −1 1 2 zحول نقطه3 i=88ضا ـ سراسري مهندسي هوا ف(  كدام است؟(  

1( 1  2(2  3(1
2

  4(3  

fاگر سري لورانت تابع   ـ  86  (z)
z z

=
− +2

1
3 2

 به صورت  
D

n
n

n
n n

zf (z) z
− ∞

+
=−∞ =

= − −∑ ∑
1

12
 بدست آمده باشد، دامنه همگرايي دقيق سـري عبـارت    

  )88مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري (    : است از
1( | z |D <  2( | z |<1  3( | z |> 2  4( | z |< <1 2  

شعاع همگرايي سري توانيـ 87 
D

n n(n )

n

z i(n i) ( )
∞

+

=

−
+∑ 1

  )88سري مجموعه رياضي ـ سرا(  :برابر است با2

1(D  2(1
2  3 (2  4( ∞  

D باشد وf تكين اساسي تابع   نقطهDzفرض كنيدـ 88  (z , )′ δDفتهاي به مركز قرص باز سzDشعاعو δ > Dدر اين صورت بستار . باشد
f (D (z , ))′ δD88مجموعه رياضي ـ سراسري (  : برابر است با(  

1( C   2( R  
  . وابسته استfي مختلط كه به  اي فشرده در صفحه  مجموعه)4   قرصي بسته به مركز مبداء مختصات )3

ـ ماندة تابع 89 
i zeF(z)

(z )

π
=

− 31
    : آن برابر است  با(singularity)در نقطه تكيني 

  )88مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري (

1( π2

2  2( iπ2

2  3( −π2

2  4( i− π2

2  

nيه همگرايي سري ـ ناح90 

n

z( )
n z

∞

=

+
+∑

1

1 3 4
3   )88مهندسي شيمي ـ بيوتكنولوژي و مهندسي نانو مواد ـ سراسري (  :، عبارت است از1

1( Re(z) < − 1
3  2( Re(z) < − 5

6  3( Re(z) > − 1
3  4( Re(z) > −1  
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  هاي طبقه بندي شده  تستامه         پاسخن  

k      »  1«ـ گزينه 1 jsinh zcosh z sinh zcosh z sinh z z k j zD D D π
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = π ⇒ =2 2 2 2  

kتوجه شود كه به ازاي     D= مقدار z D=    و در نتيجه مخرج f (z)  شود بايد حد را   حالت صفر مي نيز برابر صفر خواهد بود اما چون صورت كسر نيز در اين

    :محاسبه نمود
z z

z zLim Lim
sinh zcosh z sinh zD D→ →

= =
2 12  

zپس D=باشد يعني به ازاي  نقطه تكين برداشتني تابع ميk D=قطب نداريم .  
 

          :آوريم ابتدا شعاع همگرايي را به دست مي   »4«ـ گزينه 2
(n )

nn

eLim | | e R e
R ee

− +
−

−→∞
= = = ⇒ =

1 11 1  
  :حال براي به دست آوردن ناحيه همگرايي داريم

iy|e |z x iy x iy x x| e | e | e | e | e || e | e | e | e e e x
− =− − − − − − −< ⇒ < ⇒ < ⎯⎯⎯⎯→ < ⇒ < ⇒ > −1 1  

 

         »2«ـ گزينه 3
m

mm m
z z z

z
cosz zC Lim z ( ) Lim z Lim C

z z zD D D
=

→ → →

−
− −

= = = ⎯⎯⎯→ = −

2

2
4 4 2

1 12
22

  
  . كه به ازاي آن براي اولين بار حد متناهي شود، مرتبه قطب استmلازم به يادآوري است مقدار

 
  »  4«ـ گزينه 4

zبا فرض: روش اول ( i) u− + f[uتوانيم بسط تيلور تابع  مي1= ( i)]+ u را در1+ D=بنويسيم :  

f (z) f (u ( i)) . uz (u i) i u i
i

= = + + = = =
− − + + − − − −

−

1 1 1 1 11 34 3 4 3 1 1 3 3 1 3 1 1 3

  

بسط تيلور
z−

1
z حول 1 D=برابر n

n
z
D

∞

=
  : است، لذا داريم∑

n n
n n n

n n
n n

.u [z ( i) ]
( i) ( i)D D

∞ ∞

+
= =

= − −
− −

∑ ∑ 1
3 3 1

1 3 1 3
.f (z)

i
=

−
1

1 3  

z از نقطهi+1اما شعاع همگرائي برابر فاصله = 4
D1 است، يعني3

  . است3

f             : داريمaف بسط تيلور حول نقطه به تعريجهبا تو: روش دوم (a) ...f (z) f (a) (z a)
!
′

= + − +1  

fاز طرفي براي اين تست  (a)يا همان مقدار f ( i)+1برابر است با :               f ( i)
( i) i

+ = =
− + −

1 11 4 3 1 1 3  

nيعني به ازاي   D=  بايد مقدار 
i−

1
1 D1 دارا هستند از طرفي شـعاع همگرائـي برابـر   4 و 3هاي  ها حاصل گردد كه اين شرايط را فقط گزينه      در گزينه  3

3 
  .تواند صحيح باشد  نيز نمي3است پس گزينه 

 

  »4«ـ گزينه 5
tzt zt

z z z zz

(z )
Res f (z) Lim (z )e .tgz Lim Lim sin z.e Lim ( e )

cos z sin z

π

π π π ππ → → → →=

π
−π

= − = × = × −
−

3
2

3 3 3 33
2 2 2 22

3
3 12
2  

tt t (i )ie e .e e
π π

+ ππ= − = =
3 3 3
2 2 2  

 
n  »4«ـ گزينه 6

n
C Lim z i

→∞
= = +1 2  

n| z C | / ( ) i( ) ( i) /
n n

D D D D− < ⇒ − + + − + ≥
3 41 1 2 1 2 1  

| i | / ( ) ( ) / / n
n n n n n

D D D D D D D D⇒ − + ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤2 23 4 3 4 51 1 1 5  
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  »  3«ـ گزينه 7
sin z z , , , ....

z z i

D D

D

= ⇒ = ± π ± π⎧⎪
⎨

+ = ⇒ = ±⎪⎩
2

2
2 2

  

)Lnتوجه شود z)+3در ناحيه | z |=   . قطب در ناحيه مزبور داريم3و . باشد  تحليلي مي2
 

z        »2«ـ گزينه 8 z z...f (z) z ( ) z z
! ! ! !z !z !z !z !z !z !z

D D
D= − + − + − + − = − + − + − +

6 4 21 1 8
2 4 6 8 1 12 2
1 1 1 1 1 1 1 11 2 3 4 52 3 4 5 6 6

  
z است لذاzهاي منفي هاي نامتناهي از توان چون بسط لوران شامل جمله D=نقطه تكين اساسي است .  

 

z                »1«ـ گزينه 9 z z ...sin z z
! ! !

= − + − +
3 5 7

3 5 7  
z sin z z z z z z... ...f (z) ( )

! ! ! ! ! !z z
−

= = − + − = − + −
3 5 7 2 4

3 3
1 1

3 5 7 3 5 7  
 

z »1«ـ گزينه   10 = z)باشد و با توجه به رابطـه         نقطه تكين اساسي مي    3 ) (z ) (z )− = − +2 2 2 29 3 zگـردد    ملاحظـه مـي    3 =  قطـب مرتبـه دوم      3−

zح است در تابعلازم به توضي. باشد مي ze D−
1

z همواره نقطه zD=نقطه تكين اساسي تابع است .  
 

                 »1«ـ گزينه 11
z iz i

z z ( i) ( i) i iRes f (z) Lim ( )
i( i) i(z ) (z i) ( i ) ( i i)→−=−

− − − − − + − −
= = = =

− − + − − −+ − − + − −

2 2
2 222

2 2 2 2 4 4 1
4 4 1 4 4 31 2 2 1 2 2

  

 

   :آوريم ابتدا شعاع همگرائي را به دست مي   »2«ـ گزينه 12

n

n

n nn n

n(n )Lim | | Lim [( ) ] R | z i |
R n

n

+

+

→+∞ →+∞

+= = × = ⇒ = ⇒ − <
+

1
13 3

3

3
1 3 1 11 31 3 33 3

  

 

                    :كنيم   ابتدا شعاع همگرائي را محاسبه مي   »2« گزينه ـ13
n

nn

( )Lim | | R
R ( )

+

→+∞

−
= = ⇒ =

−

11 2 12 22
  

|         :براي به دست آوردن ناحيه همگرائي داريم z |
| z |

< ⇒ − >
−
1 1 1 21 2  

 
)Lnبا توجه به بسط تيلور اشاره شده در متن درس سري فوق نمايش تابع  »3«ـ گزينه 14 z)−   .باشد  مي1−

 
f             »1«ـ گزينه 15 ( i)

i
=

−
12 1 2  

k به ازاي  i2با توجه به تعريف بسط تيلور حول نقطه        D=    ها كه حاصل آن برابر       هر كدام از گزينه
i−

1
1 گـردد ايـن      ب اسـت كـه ملاحظـه مـي         باشد، جوا  2

  . داراست1شرايط را فقط گزينه 
 

  »  4«ـ گزينه 16

z

z

...z z
z e ... ...( z z )( )

z !z !z...e
z !z !z

⎫= + + + ⎪− ⎪ ⇒ = + + + + + +⎬ −⎪= + + + + ⎪⎭

2 1
2

1 2 3
2 3

1 11 1 11 11 2 31 1 11
2 3

  

لذا ضرايب
z
         :  پس از محاسبه و جمع ضرايب آن برابر است با 1

z
...Resf (z) e

! !D=
= + + = −

1 1 12 3  

 

   درون ناحيه قرار داردD=zفقط 
  هر دو نقطه درون ناحيه هستند
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n                   »2«ـ گزينه 17 n

n
f (z) ( ) (z )

z z z ( z) z D

∞

=
= + = + = + − −

− − − − − − ∑1 1 1 1 1 1 22 1 2 1 2 2  

 

  »3«ـ گزينه 18
(n ) (n ) n

n n nn n n n

sin i(n ) sinh(n ) e e e eLim | | Lim | | Lim Lim e R
R sin in sinh n ee e e

+ − + −

− −→∞ →∞ →∞ →∞

+ + − −
= = = = = ⇒ =

− −

1 1 1
2

1 1 1 1
1

  

| | | z i | e
z i e

< ⇒ + >
+
1 1  

 

               »  1«ـ گزينه 19
z z z ...

cos z z z! ! ! ...f (z)
! ! !z z

− + −−
= = = − + −

2 4 6
2 4

2 2
1 12 4 6

2 4 6  

توان به فرم لذا جمله عمومي را مي
k k( ) .z
( k)!

− −− 1 2 21
  . نوشت2

 
  :يم بايد جداگانه قلمرو همگرايي آنها را حساب كنيم چون دو سري دار »4«ـ گزينه 20

i(n )

inn

i(n )

n in

eLim | | R | | | z |
R ze

eLim | | R | z |
R

e

+

→∞

+ +

→∞ +

⎧
= = ⇒ = ⇒ < ⇒ + >⎪

+⎪
⎪
⎨
⎪ = = ⇒ = ⇒ + <⎪
⎪
⎩

1

11 2
1
2

1 11 1 1 1 11

1 1 1 1 1
  

  .باشد، پس در مجموع سري واگراست گردد قلمرو همگرايي دو سري كاملاً نقض كننده يكديگر مي ملاحظه مي
 

                 »4«ـ گزينه 21
z

Resf (z)
zz=

= = −
=− 31

1 1
1 44

  

 

          »2«ـ گزينه 22
z z

z
z z z

e eLim z.( ) Lim Lime
zzD D D→ → →

− −
= = =2

1 1 1  
 

...                »4«ـ گزينه 23 ...[ ] [ (z ) (z ) ] (z ) (z ) (z )
(z )z

= = + + + + + = + + + + + + +
− +

2 2 2 2 3
2
1 1 1 1 1 1 2 1 3 1 4 11 1  

 

f    »2«ـ گزينه 24 (z) [ ] [ ( )]
(z )(z ) z z z zz

z

= = = =
+ − + + − + +− −

+
2
1 1 1 1 1 1 1

21 1 1 1 2 1 11 1 1

  

... ...[ ]
z(z ) (z ) (z ) (z )

= + + + = + +
++ + + +2 2 2 3

1 2 4 1 21 11 1 1 1
  

 

zeبسط تيلور تابع  »1«ـ گزينه 25 +
1

z را حول1 =   :نويسيم مي 1−

z z zz .e (z ) e [(z ) (z ) ]e [(z ) (z ) )]+ + += + − = + − + + = + − + + ×
1 1 1

2 2 2 21 1 11 1 1 2 1 1 1 2 1 1  
...[ ]

z !(z ) !(z ) !(z )
+ + + + +

+ + + +2 3 4
1 1 1 11 1 2 1 3 1 4 1

  

ضريب
z +

1
گردد برابر گردد كه ملاحظه مي  مانده محسوب مي1

! !
− + =

1 1 11 2 3   .باشد  مي6
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                : شعاع همگرايي برابر يك است، لذا داريم  »3«ـ گزينه 26
iz xyi
|z| |z|z| e | | e | e xy D< ⇒ < ⇒ < ⇒ <

2
4 42

2

1 1 1  
 

|         »4«ـ گزينه 27 z | | |
z

> ⇒ <
44 1  

n n
n

n n
n n n

. . ( )
z z z z z z z

z
D D

∞ ∞ ∞ −

+
= = =

= ⇒ = = =
− −−

∑ ∑ ∑
1

1
1

1 1 1 1 1 4 4 4
44 41

  

 

                 »2«ـ گزينه 28
n nzz z z

n
n n

z ze e
n! n!zD D

∞ ∞→

= =
= ⎯⎯⎯→ =∑ ∑

1 1
  

 

x)           »2«ـ گزينه 29 ) y

i(x ) y yi
(x ) yz y| e | | e | e y

(x ) y
D D+ +

+ +

+ ++ < = < ⇒ < ⇒ < ⇒ <
+ +

2 2 2 21
1

11
2 21 1 1

1
   

 

z           »4«ـ گزينه 30 ... ...z e z ( ) z z
z ! !z!z !z !z !z

= + + + + + = + + + + +
1

2 2 2
2 3 4 2

1 1 1 1 1 1 11 2 32 3 4 4
  

zگردد ملاحظه مي D= همان ضريب( نقطه تكين اساسي تابع و مانده
z
1برابر)  1

  .باشد  مي6

 

Res(z)     »3«ـ گزينه 31 > − 1
|zيا 4 | | z | | z | x y ( x ) y x x

z
D< ⇒ < + ⇒ + < + + ⇒ + > ⇒ > −

+
2 2 2 22 11 2 2 1 4 4 2 1 4 4 12 1 4  

 

  »4«نه ـ گزي32
n

n
n n

n

cosz zf (z) ( )
( n)!z z D

∞

+ +
=

= = −∑
2

2 1 2 1
1 1  لذا ضريب2

z
 برابر1

n( )
( n!)
−1
  .باشد  مي2

 

  »  3«ـ گزينه 33
z ...zsinh z ...

zz z z

+ +
= = + +

3

4 4 3
1 16

6  

ضريب
z
z مانده در1 D=1كند كه برابر  را مشخص مي

  .گردد قطب مرتبه سوم است همچنين ملاحظه مي.  است6

 
z  »3«ـ گزينه 34   : نقطه تكين اساسي تابع است1=

zf (z) zsin [(z ) ]sin( )] [(z ) ][sin .cos cos .(sin )]
z z z z

= = − + + = − + +
− − − −

1 1 11 1 1 1 1 1 11 1 1 1  

... ...[(z ) ][sin .( ) cos .( )]
z!(z ) !(z ) !(z )D

= − + − + + + − +
−− − −2 4 3

1 1 1 11 1 1 1 1 12 1 4 1 3
  

zگردد مانده در ملاحظه مي ان ضريب و يا هم1=
z −

1
sincos برابر1

!
−

11   .باشد  مي2

 
  :نويسيم  كسرها تابع را به صورت زير مي ابتدا با استفاده از روش تجزيه  »2«ـ گزينه 35

n n n
n

n n n
n n n n

z ( ) ( ) z. . ( )z( z)( z) z z z z z ( z) z( ) D D D D

∞ ∞ ∞ ∞

+ +
= = = =

− −
= − = − = − − = −

+ + + + + −− −
∑ ∑ ∑ ∑1 1

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 1 3 1 3 3 3 31 3
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zنقاط  »4«ـ گزينه 36
n

=
π
zه تابع هستند، و همگي قطبهاي ساد1 D=باشد  نقطه تكين غير تنها مي.  

 
zابتدا بسط تابع را حول  »3«ـ گزينه 37 zنويسيم با فرض  مي1= u−   : داريم1=

u u
n

u u ...e( u) e( u )e(u ) e e( u) e.e e e eu e! ! ... ...f (z) u .u
! ! ! (n )!u u u

+ + − + + + ++ − + −
= = = = − − − − − +

+

2 3
1 2

2 2 2

1 11 1 2 3
2 3 4 2  

 برابرnuدانيم ضريب طور كه مي همان
(n)f ( )
n!

          :  باشد، پس داريم  مي1
(n)

(n)f ( ) e ef ( )
n! (n )! (n )(n )

= − ⇒ = −
+ + +

1 12 1 2  

 
z)هاي  با توجه به ناحيه داده شده بايد توان »1«ـ گزينه 38   : را ايجاد كنيم1−(

A B A(z ) Bz (A B)z A A , B
z(z ) z z

= + ⇒ = − + ⇒ = + − ⇒ = − =
− −
1 1 11 5 1 55 5 5 5  

( ) ( )
z(z ) z z

= − +
− −
1 1 1 1 1

5 5 5 5  

حالا بايد
z
 و1

z −
1

z)هاي  ها را بر حسب توان  دهيم و آن  را تغيير قيافه  5 )  :  بسط دهيم1−( ) [( )( )]
z z ( )

z

− = −
−− −
−

1 1 1 1 1
15 5 1 1 1

  

|در اين حالت چون z |− >1 |، لذا1 |
z

<
−
1   :توانيم از بسط استفاده كنيم  و مي11

[( )( )] [ ( ) ]
z (z ) z z( )

z

"− = − − + +
− − − −+

−

21 1 1 1 1 1115 1 5 1 1 11 1

  

zدقت كنيد چون =  در ناحيه موردنظر قرار ندارد، لذا جمله5
z −

1
بسط در 1

z −
1

شود، پس ضريب  توليد نمي5
z −

1
−ر براب1

1
  . است5

 
zبا فرض  »1«ـ گزينه 39 u− f                  : لذا داريم1= (z)

z u ( u)
= = =

+ − −
1 1 1

1 1  

uن تابع را درالور بسط مك D=نويسيم   مي:        
n

n n
n n

( )f (z)
( u) (z )

∞ ∞ −

= =

−
= − =

− −
∑ ∑

1

1 1

1 1
1

  

 
         :كنيم  محاسبه ميروبروايي براي اين تست را از رابطه عاع همگرش  »3«ـ گزينه 40

z i, , i
min | z z | min{ , , }D

= − −
− = =

1 2
2 2 5 2  

zDتوضيح اينكه   .گردد ايي محسوب مي شعاع همگرi−2 و-i ،1باشد و كوتاهترين فاصله اين نقطه از نقاط غير تحليلي  مي1=
 

  »3«ـ گزينه 41
z z z z z z... ...(z ) ( )Ln( z)

zz z( z) e e e e.e .e ...
− + − − + − −+

+ = = = =

2 3 2 211 1 11 2 3 2 3 2 31  

 ديگر را ننوشتيم كه بعد از جمله        به خاطر اين جملات    eهاي  دقت كنيد، در توان   
z

e

2

د و  ن ـكن  د مـي   تولي ـ z2، جملات ديگـر عبـارتي بـا درجـه بيـشتر از            3
  . كه خواسته سئوال است، نداردz2كاربردي در به دست آوردن ضريب

z z z z z... ... ... ...e [ ( ) ( ) ][ ( ) ( ) ] e( z )
! !

= × + − + − + + + + = − + +
2 22 2 21 1 111 1 12 2 2 3 2 3 2 24  

e11 برابرz2گردد ضريب ملاحظه مي
  .باشد  مي24
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z با توجه به اينكه »3«ـ گزينه 42 D=باشد، لذا نوشتن بسط لوران بهترين روش حل تست است  تكين اساسي تابع مي:  
z z z zf (z) e sinh ( z )( )

z ! ! ! z z ! z ! z !
" "= = + + + + + + + + +

2 3 4
3 5 7

1 1 1 1 11 2 3 4 3 5 7
  

zمانده در D=همان ضريب 
z
 است و با كمي دقت به راحتي معلوم است كه1

z
 از پرانتز اول در1از ضرب  1

z
z،از پرانتز دوم1

!

2

 از پرانتز اول در2
z !3

1
3

 از 

zپرانتز دوم، 
!

4

 از پرانتز اول در4
z !5

1
5

يعني مانده در د، شو حاصل مي.....  از پرانتز دوم و 
z
    : استزير به صورت 1

n! ! ! ! ( n)!( n )!D
"

∞

=
= + + + =

+∑1 1 11 2 3 4 5 2 2 z مانده در1 D=  

 

    »4«ـ گزينه 43
zsin

ztg
z coscos zz

D

D

=⎧
⎪= ⇒ ⎨

=⎪⎩

1
1

11  

cosهاي معادله   ريشه
z
D=1  به صورت z , ,= ± ± ±

π π π
2 2 2

3  شـوند و ايـن يعنـي    شند و واضح است، تمام اين نقاط تكين حول صفر انباشـته مـي           با   مي 5
z D= باشد براي تابع مي) تكين انباشته( تكين غير تنها.  

 
z  »4«ـ گزينه 44 D= تر اينكه چون توابع البالبته پاسخ ج. قطب برداشتني تابع است، پس حاصل مانده برابر صفر استsinh zو sin z هر دو فرد 

fهستند، لذا (z)تابعي زوج است و اين يعني جمله 
z
  . در بسط آن وجود ندارد و مانده صفر است1

 
sinبسط تيلور تابع »  1«ـ گزينه 45 zنويسيم، دقت كنيد در طرفين اين بسط به جاي تمام  را ميzهاsin zدهيم  قرار مي.  

z(z ...)(sin z) (sin z) z z z z! ...... ... ... ...sin(sin z) sin z (z ) z z
! ! ! ! ! !

− +
= − + − ⇒ − + − + = − − + = − +

3 33 5 3 3 3 33
3 5 3 3 3 3 3  

 

          : داريمcoszبا نوشتن بسط تيلور تابع  »1«ـ گزينه 46
z z ...cos z ! ! ...f (z)

zz z

− +−
= ≅ = −

2 4

3 3
1 12 4

2 

zبنابراين  = D قطب ساده تابع fاست و مانده آن در z = D1 برابر با
  . است2

 
z»  1«ـ گزينه 47 D=قطب مرتبه دوم تابع است، لذا داريم :  

  
z zz ...

! !

z ...
z

−

+ + +

− +

3 42

2

2 3
1

2
  

z ...

z ...

...
....

+ +

− +

1

1 2

2
  

zf (z)
z(e ) z zz(z ...)

! !

= = ⇒
−

+ + +
2 3

1 1
1

2 3

  

گردد ضريب ملاحظه مي
z
z يا همان مانده در1 = Dبرابر −

1
  :تر است  راحت البته محاسبه مانده با استفاده از فرمول بسيار. است2

z z

z( )
! !lim[(z ) ] lim

z z z zz ( ) ( )
! ! ! !

D D

"
D

" "
→ →

− + + ×
= − = = −

+ + + + + +

2
2 22 2

1 2 11 12 3
21 12 3 2 3

z مانده در D=  
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)sec    »4«ـ گزينه 48 ) ( k )
z zcos( )

z

π
= ⇒ = +

− −
−

1 1 1 2 111 1 2
1

 

z z
( k ) ( k )

− = ⇒ = +
+ π + π
2 21 12 1 2 1  

zنهايت قطب ساده دارد كه با نزديك شدن به نقطه    بنابراين تابع بي   =1) k zشوند و لذا قطـب   ها به شدت به يكديگر نزديك مي قطب) ∞→  يـك  1=
  .باشد نقطه تكين اساسي مي

 
    »4«ـ گزينه 49

  :روش اول
z

z z z zz ... ze ! ! ! !f (z)
cosz z z z z !z !z( )

! ! ! ! ! !
" "

+ + + + + + +
= = =

−
− + + − + +

2 3 2 3

2 4 6 2 2 4

1 12 3 2 3
1 2 212 4 6 2 4 6

  

fخب حالا اگر بسط عبارت داخل پرانتز مخرج را بنويسيم،          (z)  شود، دقت كنيـد از بـسط        صورت زير بازنويسي مي   بهu u
u

"= + + +
−

21  اسـتفاده   11

z  : كنيم  مي z ! !f (z) ( z ) ( z )
! ! !z

" "= + + + + × + +
2 3 2

2
2 21 12 3 4  

!دقت كنيد اگر 
z2
z  : در جملات پرانتز دوم ضرب شود، داريم2 z ! !f (z) ( z )( )

! ! !z
"= + + + + +

2 3
2

2 21 2 3 4  

! درzاي كه از ضرب فقط جمله
z2
باشد،  مي2

z
كند، لذا ضريب  را توليد مي1

z
   . است2! برابر1

zتري نيز وجود دارد، دقت كنيد       براي محاسبه مانده روش راحت    : روش دوم  D=      يك صفر مرتبه دوم براي تابع h(z) cos z=  و در نتيجه يك قطـب     1−

مرتبه دوم براي تابع
zef (z)

cos z
=

z است، قبل از ادامه حل، به دليل اينكه چرا1− D=صفر مرتبه دوم تابع h(z) cos z=   :كنيم  است، اشاره مي1−
h (z) cos z h ( ) cos( )D D′′ ′′= ⇒ = h     و     1= (z) sin z h ( ) sin( )′ ′= ⇒ = =D D D  

zچون مشتق دوم مخالف صفر شد، پس = Dصفر مرتبه دوم است .  
z z z

z
z z z z

e z e z elim[(z ) ( )] lim( ) lim( ) lim( e )
cosz cos z z→ → → →

′ ′ ′ ′= − = = = =
− −

2 22
2 2 21 1
2

D D D D
Dمانده درz D=  

 
fگيري از   با انتگرال  »4«ـ گزينه 50 (z)′داريم :   a af (z) a Ln z a z z

z
−

−
−

= + + + + +22 1
1 2D" "  

−aلازم است  =1 D و به ازاي لااقل يك m صحيح منفي ma ≠ Dباشد .  
 

  »2«ـ گزينه 51
m) يـك صـفر از مرتبـه       h(z)اگر تـابع   :نكته z در نقطـه   m يـك صـفر از مرتبـه       g(z) و 1+( zD=    تـوانيم نتيجـه بگيـريم تـابع         مـي .  داشـته باشـند 

g(z)f (z)
h(z)

z يك قطب ساده در= zD=شود   حساب ميمقابل اين نقطه از رابطه  دارد و مانده در:  
(m)

(m )z z

g (z )
Resf (z) (m )

h (z )+=
= + 11

D

D

D
  

g(z)بايد مرتبه صفرهايابتدا  sinh z=وh(z) cosh z=   : را تعيين كنيم1−
g(z) sinh z g (z) cosh z g ( ) cosh( )D D D′ ′= ⇒ = ⇒ = = ≠1  
h(z) cosh z h (z) sinh z h (z) cosh z h ( ) cosh( )D D D′ ′′ ′′= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − = − ≠1 1   

zپس D=اول براي تابع صفر مرتبه g(z)و صفر مرتبه دوم براي تابع h(z) cosh z= mباشد و اين يعني  مي1−   :، لذا داريم1=
g ( )Resf (z) ( )
h ( )
D
D

′ ×
= + = = −

′′ −
2 11 1 21  

  . اين تست استنوشتن بسط تيلور دو تابع صورت و مخرج كسر و استفاده از بسط برنولي روش ديگر حل
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  »4«ـ گزينه 52
 

  : توان نوشت   را به صورت زير ميfتابع  »3«ـ گزينه 53
n

n n n n
n n

n n n n n

z zf (z) . z ( ) z ( )zzz z z z z

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ +
= = = = =

= + − = + − = + − = + −
− −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 112 1 4 2 4 2 2 22 21 2

D D D D D
  

 

   : طبق آزمون كوشي داريم  »3«ـ گزينه 54
nz z

z x iy x iy xn
n

a | a |Lim | | | a | | a | | a || a | | a |
n

+

→∞
= < ⇒ = = = <

+
1 11 1  

aDاز طرفي < x           : تحقق نامساوي فوق آن است كه  و لذا شرط1> Re(z) D= >  
 

cosec    »1«ـ گزينه 55 sin k k , , , ,...
z z zsin

z

D D= ⇒ = ⇒ = π = ± ± ±
+ + +

+

1 1 1 1 1 2 311 1 1
1

  

z k , , , ,...
k

D⇒ = − = ± ± ±
π
1 1 1 2 3  

zها در نزديكي    راكم قطب  ت kنهايت قطب ساده داريم كه با افزايش مقدار         هاي مختلف بي  kبه ازاي  = z زياد شده و لذا نقطه     1− =  را تكـين اساسـي      1−
  .ناميم مي

 

...a  »4«ـ گزينه 56 ...( )
bz z z z z z zz ( )

z

D=⎧
= = − + − = − + − ⇒ ⎨ =+ ⎩+

2
2 2 2 4 2 4 62 2

2

1 1 1 1 1 1 1 111 11 1
  

 

nn  »4«ـ گزينه 57
n

z i z i x iy i x i(y )lim ( | | ) | | | | | |
z i z i x iy i x i(y )→∞

+ + + + + +
< ⇒ < ⇒ < ⇒ <

− − + − + −
11 1 1 13 3 3 3  

x (y ) x (y ) y y y y y y⇒ + + < + − ⇒ + + < − + ⇒ < ⇒ <2 2 2 2 2 21 3 2 1 6 9 8 8 1  
 

zبا فرض   »3« گزينه   ـ58
w

=
wg(w)، تابع 1 f ( ) e

w w
= = −

11 w داراي يك نقطه تكين اساسي در      1 D= (z )= گردد، لـذا بنـابر خاصـيت          مي ∞
w درgنقاط تكين اساسي تابع D=ا و يfدر z =   . فاقد حد است∞

 

          »1«ـ گزينه 59
z

z z z... ...( z )( ) ...e cosz z z! ! ! ...f (z)
z z z z z

D+ + + − + − + + +
= = = = + +

2 2 4
2

3 3 3 3 2

1 1 1 1 12 2 4  

fبنابراين بخش اصلي تابع (z)عبارت است از 
z z

+3 2
1   . با صفر است برابرz درf و مانده1

 

                                         »2«ـ گزينه 60
n

(n )
n

t t tL [F(s)] a a t a a ... a
! ! n!D

∞
−

− − − − − +
=

= + + + + = ∑
2 31

1 2 3 4 12 3  

            .شود  مي∞با استفاده از آزمون ريشه شعاع همگرايي سري جديد برابر 
nn (n )

n

nR lim
e

lim | a |
n!

→∞
− +

→∞

= = = ∞

1

1
1

  

  .اني حاصل در كل صفحه مختلط تحليلي استپس سري تو
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  »2«ـ گزينه 61
sin z z

f (z) z
z

D

D

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩ 1

  

fتابع (z) اگر بسط تيلور آنرا حول. باشد  تحليلي است بنابراين داراي بسط تيلور ميz D= بنويسيم، خواهيم داشت  :  
(n) n

n

f ( )zf (z)
n!D

D∞

=
= ∑  

               : از طرفي
n n

n

sin z ( ) zf (z)
z ( n )!

∞

=

−
= =

+∑
2

1

1
2 1  

f در بسط تيلور nz2بنابراين با توجه به اينكه ضريب (z)به صورت
( n)f ( )
( n)!

D2

  :باشد خواهيم داشت  مي2
n ( n) n

( n)( ) f ( ) ( )f ( )
( n )! ( n)! n

D D− −
= ⇒ =

+ +

2 21 1
2 1 2 2 1  

 
zf                »1«ـ گزينه 62 (z)

z k
=

−
  

k z k k k ...| z | | k | | | f (z) , | | f (z) ( ) ( )k kz z z zz( )
z z

> ⇒ < ⇒ = = < ⇒ = + + +
− −

211 1 1
1 1

  

 

                 »4«ـ گزينه 63
i(z )( z i) i... ...f (z) sinh( z i) ( z i) (z )

! !

−−
= − = − + + = − + +

3 33 22 22 2 23 2 3  

i(zبنابراين ضريب )− 3
 برابر با2

!
=

32 4
3   .باشد  مي3

 

n            »1«ـ گزينه 64
n

n
f (z) C (z z )D

D

∞

=
= −∑  

n n
f (z) f (z) cosh zC dz C dz C dz

i i i(z z ) (z z ) (z i)+
= ⇒ = ⇒ =

π π π− − + π∫ ∫ ∫2 21 3 5
1 1 1

2 2 2D D
○ ○ ○  

z i= −π ها خواهيم داشت  باشد و لذا طبق قضيه مانده  مي5 قطب مرتبه :     cosh z(z) (z i) cosh z
(z i)

φ = + π =
+ π

5
5  

( ) ( i) cosh( i) cosh zb dz ib i( ) C
! ! ! ! !(z i)

φ −π −π − − −
⇒ = = = ⇒ = π = π ⇒ =

+ π∫
4

1 1 25
1 1 12 24 4 4 4 4○  

 
tanبا توجه به اينكه     »2«ـ گزينه   65 z   هاي فرد   باشد لذا فقط بر اساس توان       د مي  يك تابع فرz  هـاي زوج  يابـد و بنـابراين ضـريب تـوان         بسط ميz  صـفر 
b يعني.باشد مي D=2  

 

         »3«ـ گزينه 66
zzef (z)

(z a)
=

− 3  
( ) a a

z a(a) e ae az a (z) (z a) f (z) ze b ( )e
! !

φ +
= ⇒ φ = − = ⇒ = = = +

23
1

2 12 2   3قطب مرتبه  2
 

  »2«ـ گزينه 67

( )k

n
n

nn n kn k
nnk n nnn n

nk nn n
n

C Z R
Lim | C |
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→∞
→∞=
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⎫
⇒ = ⎪

⎪
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، بسط تيلور و لوران و محاسبه ماندهها سري 38 مدرسان شريف  

mf        »2«ـ گزينه 68 (z)
(z z )D

=
−

1  

n                         :به طور مثال n
n n n...P(z) a z a z a z a aD D−

−= + + + + ≠1
1 1  

n n nn
n nm m mn m(n )

aa... ...P[f (z)] a [ ] a [ ]
(z z ) (z z ) (z z ) (z z )D D D D

− −
− −

= + + = + +
− − − −

1 1
1 1

1 1  

zDقطب مرتبه mnباشد  مي.  
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ze ( )(z) (z ) f (z) b

z ! e
′′φ − −

φ = + = ⇒ = =
−

3
1

1 171 2 2 54  
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z( z)( z) z z z

−
= = + +

− − − −
4 3

1 2 1 2  

A
B f (z)

z z z z z( ) z( )C z z

=⎧
⎪ = ⇒ = + + = − −⎨ − −⎪ − −=⎩

2
2 1 1 2 1 11 1 21 2 1 11

  

n n n

n n n n
n n n n

... ...f (z) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
z z z z z z z zz z z z z z

∞ ∞ ∞ ∞

+
= = = =

− − + +
= − + + + − + + + = − = = −∑ ∑ ∑ ∑2 2 1

1 1 1 1

2 1 1 1 1 2 4 1 1 1 2 1 1 2 2 11 1  
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n...P(z) a a (z) a zD= + +1  

،z به جاي∞براي بررسي وضعيت تابع در 
z
z قرار داده و وضعيت تابع جديد را در1 D=كنيم   بررسي مي .         n

n
a a...P( ) a

z z z
D= + + +11  

z درnبا توجه به اينكه تابع جديد داراي يك قطب مرتبه D=باشد بنابراين تابع اصلي داراي قطب مرتبه  ميnباشد  مي∞ در.  
 

nچون  »4«ـ گزينه   72 n
f g(z ) (z )
f g
′ ′

f داريم Ω است، پس در كل حوزه     zD∈Ωر داراي نقطه انباشتگي د    nz و = g
f g
′ ′
fحال چون . =  نيـز   ′g و ′

g(zمقدار( مخالف صفر است g2تحليلي بوده و )Dكند، مخالف صفر است  در نقاطي كه دنباله حركت مي:(  
f g fg f f( ) k f kg

g gg
D

′ ′− ′= = ⇒ = ⇒ =2  

g(z وقتي:تذكر )D D=باشد، آنگاه f (z )D D=خواهد بود و در نتيجه در اين حالت نيز f kg=شود  نتيجه مي.  
 

  : باشد پس داريم  مي1  شعاع همگرايي برابر »1«ـ گزينه 73

  z i z i z x (y )i (x ) yi x (y ) (x ) y y x y x
z
−

< ⇒ − < − ⇒ + − < − + ⇒ + − < − + ⇒ − < − ⇒ >
−

2 2 2 21 1 1 1 1 1 2 21  

 

)cos  »3«ـ گزينه 74 x)f (z) cot( z) sin( z) z , , , ,...
sin( z)

π
= π = ⇒ π = ⇒ = ± ± ±

π
1 2 3D D  

 

z     »2«ـ گزينه 75 z z ... ...cosz (z ) cos (z ) [ ]
! ! ! z (z ) ! (z ) ! (z ) !

= − + − + ⇒ − = − − + − + =
− − − −

2 4 6 5 5
2 4 6

1 1 1 11 1 1 12 4 6 1 1 2 1 4 1 6
  

 برابر ضريبz = 1 پس مانده در
z −

1
 يعني1

!
−

1
z)            .است 6 ) (z ) ...(z )

! ! ! z
− −

− − + − +
−

35 1 1 1 11 2 4 6 1  

 
  



  

  

 39 مدرسان شريف  رياضي مهندسي

zfبا توجه به بسط لوران تابع       »2«ـ گزينه   76 (z) e−=  كه بصورت 
n n

z

n

( ) ze
n!

∞
−

=

−
= ∑ 1

D
z است و همچنين با توجه بـه اينكـه فقـط              بـراي تـابع    1=

zze
−
−
1
  :نويسيم تكين اساسي است بسط لوران را براي اين تابع بصورت زير مي يك نقطه 1

n n n n n
z

n n n n
n n n n

( ) ( ) z( ) ( ) z ( ) zzze z [ ( ] [ ( ]
n! n! n!n!(z ) (z ) (z ) (z )D D D D

− ∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = =

− − − − + − −−= = = = +
− − − −

∑ ∑ ∑ ∑
1
1

11 1 1 1 1 1 1 11
1 1 1 1

  

n

n n
n

( ) [ ]
n! (z ) (z )

∞

−
=

−
= +

− −
∑ 1

1 1 1
1 1D

  

ي تابع مذكور ضريب حال براي يافتن مانده
z −

1
  .آوريم  را در بسط فوق بدست مي1

n

n n
n

( ) ... ...[ ] [(z ) ] [ ] [ ] z .
n! z z z(z ) (z ) (z )

∞

−
=

−
+ = − + − + + + + = − − +

− − −− − −
∑ 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 11 2 1 2 11 1 1D
  

zzeعي تاب پس مانده
−

−
1

1− برابر1
  . باشد  مي2

 
mتوان  ي قطب مي    براي تعيين مرتبه    »3«ـ گزينه   77

z z
lim (z z ) f (z)
→

−
D

D   را به ازاي m , ,...=1 اي كـه بـه ازاي آن بـراي       m محاسبه نمـود و مقـدار        2

  .ي قطب گوئيم را مرتبه) متناهي(د اولين بار حد فوق موجود باش

)         قطب ساده(ي اول است  قطب از مرتبه
z z

sinz sin zlim z lim
zz→ →

⇒ × = = ⇒1
2 1

D D
  

  
z zz

sin z sin zResf (z) lim z lim
zzD DD → →=

= × = =2 1  
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(z )(z ) z z

= = −
+ + + +

1 1 1
1 2 1 2  

n
n

... , , | z |
z z z z zD

∞

+
=

−
= − − − − = >

− ∑2 3 1
1 1 1 1 1 11  

n n

n n n n n
n n n n

( ) ( )
z ( z) ( z) ( ) .z z z

−∞ ∞ ∞ ∞

+ + + + +
= = = =

− − − −
⇒ = = = = =

+ − − − −
∑ ∑ ∑ ∑1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1D D D D

  

  :توجه شود كه
n

n
n n n ( )

( ) ( ) ( )+
−

= = = −
− − −1

1 1 1 1
1 1 1

  

n n

n
...z z z ( ) z , | z |

z

∞

=
= − + − + = − <

+ ∑2 31 1 1 11 D
  )بسط لوران(  و  

n n n n
n n

n n
n n n

z ( ) z ( ) z( ) ( ) f (z)z zz (z )(z )( ) D D D

∞ ∞ ∞

+
= = =

− −
= = × = − = = ⇒ = ⇒

+ + ++ +
∑ ∑ ∑ 1

1 1 1 1 1 1 1 1 112 2 2 2 2 1 22 22 1 12 2

  

n n n n n n

n n n n
n n n n

( ) ( ) z ( ) ( ) zf (z) f (z)
z z z zD D D D

+∞ ∞ ∞ ∞

+ + + +
= = = =

− − − −
= − ⇒ = − = +

+ + ∑ ∑ ∑ ∑
1

1 1 1 1
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sinدانيم در توابعي به صورت   مي»1«ـ گزينه 79
f (z)

cos و1
f (z)

هاي تابع ، قطب1
f (z)

كنند پس در تابع   تكين اساسي براي توابع مذكور ايجاد مي1

zداده شده = Dنقطه تكين اساسي است  .  
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  :گيريم ها دو حالت در نظر مي   در سري داده شده با توجه به گزينه»1«ـ گزينه 80
zر صورتي كه  باشد د    عدد حقيقي محض مي    z:حالت اول  = D        شود كه واگرا است و در صورتي كه      باشد سري مزبور به سري همساز تبديل ميz > D باشد 
  . توانند صحيح باشند  نمي4 و 3هاي  لذا گزينه. ها همگرا خواهد بود  سريpطبق قانون
z).وهومي محض باشد مz: حالت دوم ki)=  

nn   .باشد طبق آزمون ريشه سري همگرا بوده مي  ki
nn n

n

lim ( ) lim
n n lim n

+
+→∞ →∞

→∞

= = = <11 1 1 1 1
1

  

 

n  :با استفاده از آزمون ريشه خواهيم داشت   »1«ـ گزينه 81 n n! (n )!
n n

z zlim n ( ) lim n ( )− −

→∞ →∞

2 1
3 3�  

|zبه ازاي    | |zو به ازاي  . گردد  ، مقدار حد فوق برابر صفر مي      13> | |zگردد و لذا طبق شرط همگرائي مقدار         مي ∞ ، مقدار حد فوق برابر     13< |  قابـل   13>

|z  .قبول خواهد بود | | z | R< ⇒ < ⇒ =1 3 33  
 

z  » 1«ـ گزينه 82 z ze z
! !

"= + + + +
2 3

1 2 3  

  
z (u )

ue e e e ( u) ( u) ( u)f (z) .e [ u ]
! ! !(z ) u u u

"
+

= = = = + + + + +
−

2 2 1 2 2 2 3 42
3 3 3 3

2 2 21 2 2 3 41
  

  e e e e ue e e e e (z )e
u (z )u u (z ) (z )

" "= + + + + + = + + + + − +
−− −

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 3 2

2 2 8 4 2 2 4 2 16 6 1 3 31 1
  

 

ze    »2«ـ گزينه 83 w k i log w z
z log w k i

= ⇒ π + = ⇒ =
− π

1 1 12 2  

| چون Vبراي هر همسايگي صفر مانند     z k وجود دارد كه براي هر     Nشود پس حتماً    زديك مي  به صفر ن   k با افزايش  | N>،z عضو V      است بـه نـوعي 

zتوانيم اينگونه استدلال كنيم كه چون       تر مي   ديگر براي پاسخ اين تست به بيان ساده        = D     نقطه تكـين اساسـي zw e=
1

 اسـت پـس مقـدار ايـن تـابع در            
zنقطه = Dتواند برابر هر عدد دلخواهي گردد  مي.  

 

zf    »3«ـ گزينه 84 (z) f (z) [ ]z z(z )(z ) z z z z z z[ ]
= = + ⇒ = + = + = +

− −− + − + − − + − −+ +

1 2 1 2 1 2 1
2 13 3 3 3 3 3 3

1 11 2 1 2 1 1 3 1 1 93 1 13 3

  

uبا استفاده از بسط u u
u

"= − + − +
+

2 31   : داريم11

(z ) (z ) (z )[ ] (z ) (z )
z (z )

" "− − −
= + − + − + = + − − + − −

− −

2 3 2
1

2 1 1 1 1 2 2 23 1 1 11 9 3 9 27 3 1 9 27 81  

z)پس ضريب )− 2 برابر21
  .باشد  مي81

 
  .شود ي روبرو محاسبه مي شعاع همگرايي براي اين تست از رابطه»  2«ـ گزينه 85

z i=D       و    z , , ,= −1 1 2 min     و        3 | z z | min{ , , , }− = =2 3 5 1 2D D  
zي ترين فاصله از نقطه توضيح اينكه كوتاه i=Dتا نقاط غير تحليلي (z , , , )= −1 1 2   .گردد شعاع همگرايي محسوب مي3
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    :آوريم  ها را بدست مي هر كدام از سريشعاع همگرايي  ابتدا   »4«ـ گزينه 86
n

n n n
nn n nn n n

azf (z) z g(z) h(z) g(z) z a Lim| | R
R a

− ∞ −
+

+ →∞=−∞ = =−∞
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= ⇒ = ⇒ = = = ⇒ =∑
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1 1 2
1

1
1 1 2 12 21 22 2 2

2
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fآوريم قسمت مشترك اين دو ناحيه، ناحيه همگرايي سري  را بدست ميh(z),g(z)هاي حال ناحيه همگرايي هر كدام از سري (z)خواهد بود  .  

n n

n n
n

n
n

g(z) z z | z | | | z
z

z
zh(z) z

− ∞
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=−∞ =
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=

⎫
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∑ ∑
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n(n )

nn
n

z iLim n i
+

→∞

−
+ <

1
12 

n n n

n n n
n

z i z i z iLim n i Lim Lim
Lim n i
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→∞ →∞ →∞
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+

1 1 1112 2 2 D  

n

n

z iLim z i
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→∞

−
⇒ = ⇒ − <

1
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  .باشد  مي2بنابراين، شعاع همگرائي برابر 
 

نهايـت بـار    الاً يـك مقـدار را بـي   طبق قضيه پيكارد يك تابع در هر همسايگي يك نقطه تكين اساسي خود، هر مقدار متناهي به جزء احتم ـ      »1«ـ گزينه   88
  .)براي توضيح بيشتر به كتاب چرچيل مراجعه فرماييد. (كند اختيار مي

 

 :        3قطب از مرتبة     »1«ـ گزينه 89
i zef (z) (z ) z

(z )

π
= ⇒ − = ⇒ =°

−
3

3 1 1
1

  

i z i z
i z i i

z z zz

d (z ) .e d (e )Rezf (z) Lim [ ] Lim Lim[i (e ) ] i i e e
( )! dz (z ) dz

π π
π π π

→ → →=

− −π π′⇒ = = = π = × π× π× = × =
− −

2 3 2 2 2
2 3 21 1 11
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n n

nnLim Lim R
R n
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→∞ →∞

+= = = ⇒ =
+

1
1 1 1 11 1  

z  :نمائيم  حال ناحية همگرايي را محاسبه مي  z z ( x ) yi ( x ) yi
z
+

< ⇒ + < + ⇒ + + < + +
+

3 4 1 3 4 3 1 3 4 3 3 1 33 1  

( x ) ( y) ( x ) ( y) ( x ) ( y) ( x ) ( y) ( x ) ( x )⇒ + + < + + ⇒ + + < + + ⇒ + < −2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 4 3 3 1 3 3 4 3 3 1 3 3 4 3 1  

x x x x x x Re(z)− −
⇒ + + < + + ⇒ < − ⇒ < → <2 2 15 59 16 24 9 1 6 18 15 18 6  
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  تكميلي هاي  تست          

fـ سري تيلور تابع1  (z) cos z= z حول نقطه2 = Dكدام است؟   

1 (
n n

n

( ) ( z)
( n)!D

∞

=

−
+ ∑

21 1 1 2
2 2 2  2 (
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+ ∑

21 1 2
2 2 2  3 (

n n

n

( ) ( z)
( n)!D

∞
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n

( z)
( n)!D

∞

=
∑

21 2
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zzـ مانده تابع2 e
1

1Dدر نقطه منفرد آن كدام است؟   
1 (

!D
1

1  2 (
!

1
11  3 (

!
1

12  4 (
!

1
9  

ـ سري تيلور تابع3 
z2
z حول نقطه1 = 2Dكدام است؟   

1 (n n

n

z( ) (n )( )
D

∞

=

−
− +∑ 21 1 2  2 (n n

n
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D

∞

=
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∞
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−
−∑ 1

1

21 2  4 (
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n

n

(z )( ) (n )
D

∞

=

−
− +∑1 21 14 2  

fـ سري لوران تابع4  (z)
z

=
−2

1
1

| در ناحيه z |− >1    ، كدام است؟2

1 (
n

n
n
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(z )D

∞

+
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−

−
∑ 2

2
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n

n
n
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(z )D

∞
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∑
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2
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n
n
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(z )D

∞ +

+
=

−

−
∑

1
2

2
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ـ ضريب5 
z −

1
f در بسط لوران تابع1 (z)

z(z )
=

−
1

| در ناحيه5 z |< + <2 1    كدام است؟3

1 (1
8  2 (1

2  3 (−
1
  صفر) 4  5

ـ مانده تابع6 
zef (z)

z
=

+

2
1

2 1
z در نقطه = Dكدام است؟   

  e  3 (1  4 (eiπ) 2  صفر) 1

nـ شعاع همگرايي سري تواني7 

n
cos in.z

∞

=
∑
D

   كدام است؟

1 (e  2 (e−1  3 (
e
1
2  4 (

e−
1

3  

ـ قلمرو همگرايي سري8 
n

n
n

n n

( i) z i( )
(z i)

∞ ∞

= =

+ +
+

+
∑ ∑

1

3 4 2
62 D

   كدام است؟

1 (| z i |+ <2 6  2 (| z i |+ >2 5  3 (| z i |+ <2 6  4 (| z i |+ >2 |و5 z i |+ <2 6  

sinـ مانده تابع9  z sin zf (z)
(sin z z)sin z

−
=

−
3 z در3 = Dكدام است؟   

1 (24  2 (24-  3 (2
3  4 (−

2
3  

مانده تابعـ 10 
ze zf (z)

( cos z)sin z
− −

=
−

1
1 Dz در نقطه2    كدام است؟=

  24 )4  2 )3  1 )2   صفر)1

)مانده تابعـ 11  cosh z)sinh zf (z)
( cos z)sin z
−

=
− 2

1
1

Dz در نقطه    كدام است؟=

  2 )4  -1 )3  1 )2   صفر)1
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  )حافظ (  مگر اسبـاب بـزرگي همـه آماده كني  تكيه بر جاي بزرگان نتوان زد به گزاف
  )خاقاني(  ايوان مدائـن را آيينــه عبـرت دان  هان اي دل عبرت بين از ديده نظر كن

sinمانده تابعـ 12  z zf (z)
( cos z)

−
=

− 2
2 2

1
Dz در نقطه    كدام است؟=

1( −
8
3  2( 16

3  3( 8
3  4( −

16
3  

  ؟نيستكدام گزينه صحيح ـ 13 

1( z = Dيك قطب مرتبه چهارم براي تابع zf (z)
z z z

−
=

+ +

2
6 5 4

1
2

  .باشد  مي

2( z = Dيك قطب برداشتني براي تابع Ln( z )f (z)
z
+

=
3

2
  .باشد  مي1

3( z = Dيك قطب ساده براي تابع sin zf (z)
z z

=
π

−

2

3 4
4

  .باشد  مي

4( z z يك قطب ساده براي تابع1= zf (z)
z z
− +

=
− +

2
2

3 2
2 1

  .باشد   مي

Dzنقطهـ 14    ؟باشد نمي قطب برداشتني براي كدام تابع =

1( zsin h( )
z
1  2( sinh z

z
  3( sin z

z

2
  4( zcos sin

z z
− π

+
1 2

2  

Dzمرتبه صفر در نقطهـ 15    كند؟  براي كدام تابع با بقيه فرق مي=

1( f (z) z z= +4 24   2(z zf (z) z [( ) (sin ) ]−= −6 2 2 1
2 2  3( sin z tgzf (z) e e= −  4( z zf (z) (e e )Ln( z)= − −

2
1  

حاصل سريـ 16 
n (n a)

∞

=−∞ +
∑ 2

   كدام است؟1

1( 
sin a
π

π

2
2  2( 

sin a
π

π2  3( 
sin a

π

π

2
2

2  4( 
sin

a

π
π

2

2
  

nناحيه همگرايي سريـ 17 

n
( in)(z i)
n

∞

=
+ + +∑

1

1    كدام است؟1

1( | z i |− − <1 1  2( | z i |+ + <1 1  3( | z i |+ − <1 3  4( | z i |− + <1 1  

|اگرـ 18  a | | b b و>| ≠ Dآنگاه ناحيه همگرايي سري 
D

n n

n n
n n

a zS
z b

∞ ∞

= =
= +∑ ∑

1
   كدام است؟

1( | z | | a |>  2( | z | | b |<  3( | a | | z | | b |<   .جا همگراست  سري همه)4  >
fسري لورانـ 19  (z)

z
=

+2
1

1
D در ناحيه | z i |< − <    كدام است؟2

1( 
n n

n
n

( ) (z i)
(z i) ( i)

∞

=

− −
+

− ∑1 1 1
2 4 2D

  2( 
n n

n
n

( ) (z i)
(z i) ( i)

∞

=

− −
− +

− ∑1 1 1
2 4 2D

  

3( 
n n

n
n

( ) (z i)
(z i) ( i)

∞

=

− −
+

− ∑
1

1 1 1
2 4 2

  4( 
n n

n
n

( ) (z i)
(z i) ( i)

∞

=

− −
− +

− ∑
1

1 1 1
2 4 2

  

fسري لورانـ 20  (z)
(z )

=
−2 2
1

4
| در ناحيه z |+ >2    كدام است؟4

1( 
n

n
n

n
(z )

∞

+
=

×

+
∑ 3

1

4
2

  2( 
n

n
n

n
(z )

−∞

+
=

×

+
∑

1
3

1

4
2

  3( 
n

n
n

n
(z )

+∞

+
=

×

+
∑

1
2

1

4
2

  4( 
n

n
n

n
(z )

−∞

+
=

×

+
∑

1
2

1

4
2
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